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Teil 1.

Gruppen



1. Gruppen und Gruppenhomomorphismen

Niels Henrik Abel (1802-1829) war ein norwegischer Mathematiker, der die Unlésbarkeit
bewies, von Gleichungen fiinften Grades durch Adjunktion von Wurzeln.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=90392
https://de.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel

1.1. Beispiel und Motivation

(6

Abbildung 1.1.: Acht Punkte, die regelméfig entlang eines Kreises angeordnet sind, um eine
Rotationsgruppe zu veranschaulichen.

e Sei die komplexe Zahl ¢ := e’i. Die Multiplikation mit ¢* bewirkt eine Rotation um

dem Winkel %’T in C. Rotationen kénnen zusammengesetzt und umgekehrt werden.

e Sei die Menge A := {¢° ¢!, ¢2,¢3, ¢4, ¢%,¢5 (7} Elemente von A kénnen multipliziert
und ‘nvertiert werden: Ck * Ce = C’”Z und C’f * g—’f - 1.

1.2. Verkniipfung auf einer Menge
a b
AL
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b

Abbildung 1.2.: Eine Verkniipfung dargestellt als Black-Bozx, die zwei Eingaben nimmt und
eine Ausgabe produziert.

e Sei A eine Menge und sei A x A das kartesische Produkt von A mit sich selbst. Unter
einer Verkniipfung auf A versteht man eine Abbildung

v:Ax A— A

o Das heifit, wenn a, b Elemente in A sind, dann gibt es ein Element v(a,b) in A.



1.2.1. Beispiele fiir Verkniipfungen

1.3.

1.4.

1.5.

Die Addition v(n,m) := n + m ist eine Verkniipfung auf Z. So ist die Multiplikation
v(n,m) := n * m. Dies zeigt, dass eine Menge verschiedene Verkniipfungen ausfithren
kann.

Sei X eine Menge und sei A := Abb(X, X) die Menge, deren Elemente die Abbil-
dungen f : X — X sind. Dann definiert die Komposition solcher Abbildungen eine
Verkniipfung auf A:

v(g, f) := fun 2 = g(f(x)).

Auf der Menge alle 2 x 2 Matrizen mit komplexen Koeffizienten ist die Ableitung
[my,ms] := mymqy — mym, eine Verkniipfung.

Infix-Notation

Man benutzt fast immer eine Infix-Notation fiir m. Das heifit, man schreibt v als (- x ),
oder einfach x, und das Element v(a,b) als a * b. Dieses Element wird als Produkt
von a und b bezeichnet.

Zum Beispiel schreibt man die Addition ganzer Zahlen, oder die Komposition ¢ o f
von Abbildungen von X nach X, immer mit Infix-Notation.

Die tibliche Konvention fiir die Infix-Notation einer Verkniipfung ist, dass der Ausdruck
a*bxc,als (a*b)*c verstanden werden sollte (ohne solche Konvention, miisste man
immer Klammern verwenden).

Assoziativitat

Mit der Infix-Notation ist es oft einfacher, die Eigenschaften einer Verkniipfung zu
schreiben, zum Beispiel die Folgende.
Eine Verkniipfung (- * -) auf einer Menge A heifit assoziativ, falls die folgende
FEigenschaft gilt:

Voa,b,c: A, (axb)*xc=ax*(bxc).

Aquivalent dazu haben wir: a xbxc = a* (b* c).

Die Addition (- + ) : Z x Z — Z und die Komposition (- o -) : Abb(X,X) x
Abb(X, X) — Abb(X, X) beide sind assoziativ (Ubung).

Auf der Menge alle 2 x 2 Matrizen mit komplexen Koeffizienten ist die Ableitung
[my, my] := mymy — mym, nicht assoziativ.

Kommutativitat

Eine Verkniipfung (- * -) auf einer Menge A heifit kommutativ, falls die folgende
FEigenschaft gilt:
Vab:A, axb=bxa.



« Beispiele und Gegenbeispiele:

— Die Addition (- + ) : Z x Z — Z ist kommutativ.

— Die Komposition (- o -) : Abb(X, X) x Abb(X, X) — Abb(X, X) ist im Allge-
meinen nicht kommutativ (siehe unten, oder betrachten Sie die Multiplikation
von 2 x 2 Matrizen).

— Auf der Menge der geraden Zahlen, ist die Multiplikation (- x ) :2Z x 2Z — 2Z
eine kommutative Verkniipfung.

1.6. Eine nichtkommutative Verkniipfung

01

Y

02 02

9 1 9 3 3 1

Abbildung 1.3.: Zwei nichtkommutative Symmetrien eines gleichseitigen Dreiecks, gegeben
durch Spiegelungen entlang der Hohenlinien.

o Im Dreieck T := {1,2,3}, die Permutationen oy := (2 3) und o, := (1 2) bestétigen
o Da 0, 00y # 0,00y, ist die Verkniipfung (- o -) auf Abb(7, T)nicht kommutativ.

1.7. Grundlegende algebraische Strukturen

o Eine Verkniipfung % auf einer Menge A ist ein Beispiel fiir eine (algebraische) Struktur
auf A.



1.8.

1.9.

Ein Paar (A,*), bestehend aus einer Menge A und einer Verknipfunng (- * ) :
A x A — A heifit ein Magma.

Falls die Verkniipfung eines Magmas kommutativ ist, sagt man, dass dieses Magma
kommutativ ist.

Ein Dreifach (A,*,*-komm), bestehend aus einer Menge A, einer Verkniipfung v :
Ax A — A, und einem Beweis x-komm, dass die Verkniipfung v kommutativ ist, wird
kommutatives Magma genannt.

Halbgruppen

Falls die Verkniipfung eines Magmas (A, ) assoziativ ist, sagt man, dass das Magma
(A, ) assoziativ ist.

Ein Dreifach (A, x, x-assoz), bestehend aus einer Menge A, einer Verkniipfunng (- * -) :
A x A — A, und einem Beweis %x-assoz, dass die Verkniipfung % assoziativ ist, wird
Halbgruppe genannt.

Falls die Verkniipfung einer Halbgruppe kommutativ ist, sagt man, dass diese Halb-
gruppe kommutativ ist. Aus dieser Sicht ist eine kommutative Halbgruppe ein
Vierfach (A, %, x-assoz, x-komm).

Beispiele und Gegenbeispiele:

— Die Magmas (Z,+) und (27, *) sind assoziativ und kommutativ.
— Das Magma Abb(X, X) ist assoziativ aber im allgemeinen nicht kommutativ.

Neutrales Element

Sei (A, *) ein Magma und sei e ein Element in A. Man nennt das Element e ein neu-
trales Element (oder Einselement) beziiglich der Verkniipfung «, falls die folgende
Eigenschaft gilt:

Va:A (exa=a) N (axe=a).
Falls e und e’ beide neutrale Elemente fiir die Verkniipfung x sind, dann gilt e = ¢’.

Der Beweis ergibt sich aus folgender Berechnung;:

e = (6 * €/> (a=axe’ mit a:=e)

= ¢ (exa=a mit a:=e’)
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1.10. Beispiele fiir neutrale Elemente

o 0 ist ein neutrales Element fir (Z,+).

o 1 ist ein neutrales Element fiir (Z, x).

o idy ist ein neutrales Element fiir (Abb(X, X),0).

o Die Matrix I, ist ein neutrales Element fiir Matrix-multiplikation in Mat(2 x 2, C).
Da 1 nicht gerade ist, hat das Magma (2Z, %) kein neutrales Element.

1.11. Monoide

o Ein Monoid ist ein Tupel M := (A, *, e, x-assoz, e-neutral), bestehend aus:

— einer Menge A.

— einer Verkniipfung (- » -): A x A — A auf A.

— einem Element e in A.

— einem Beweis x-assoz, dass die Verkniipfung x assoziativ ist:

Voa,b,c: A, (axb)*xc=ax*(bxc).
— einem Beweis e-neutral, dass e ein neutrales Element beziiglich « ist:
Va:A, (exa=a) A (axe=a).

e Wir nennen A die zugrunde liegende Menge des Monoids M. Elemente von A
werden auch Elemente von M genannt. In moderner Notation schreibt man auch
M .carrier fir diese Menge.

1.12. Kommutative Monoide

o Sei M := (A, x,e,x-assoz,e-neutral) ein Monoid. Das Tupel (x, e, x-assoz, e-neutral)
wird eine Monoidstruktur auf der Menge A genannt.

o Falls die Verkntipfung x kommutativ ist, sagt man, dass das Monoid M kommutativ ist.
Ein kommutatives Monoid ist deshalb ein Paar kM := (M, *-komm), bestehend
aus:

— einem Monoid M.
— einem Beweis x-komm, dass die Verkniipfung x kommutativ ist.

o Aquivalent dazu ist ein kommutatives Monoid ein Tupel

kM := (A, %, e, x-assoz, e-neutral, x-komm).
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1.13. Daten und Eigenschaften

e Um die Notation zu vereinfachen, ist es hilfreich zu lernen, welche Daten tatséchlich
Eigenschaften sind.
e Zum Beispiel, in der Definition eines Monoides:

— A, x und e sind Daten.
— %-ass0z und e-neutral sind Eigenschaften (weil sie durch Gleichheiten in der Men-
ge A definiert werden).

« Ublicherweise schreibt man die Eigenschaften nicht. Das heifit, ein Monoid wird einfach
als M := (A, *,e) geschrieben.

o Zum Beispiel, konnen wir an die Tupeln (Z, +,0) und (Abb(X, X), o,id i) als Monoide
denken. Auch an das Tupel (Ng,+,0).

1.14. Existenz eines neutralen Elements

o Es stellt sich heraus, dass wir sogar das Element e aus den Daten 16schen kénnen, die
ein Monoid definieren. Wir miissen nur annehmen, dass es ein neutrales Element gibt,
das heif3t, dass die folgende Eigenschaft gilt:

Jde: A, Va:A, (exa=a) N (axe=a).

Beweis: Per Annahme ist die Menge {a : A / a ist neutral} nicht leer. Da
solches Element a, falls es existiert, eindeutig ist, es handelt sich sogar um
ein Singleton. Wir kénnen also ein Element aus dieser Menge auswdhlen,
und es e nennen.

o Deswegen konnen wir auch ein Monoid M als Tupel (A, x, x-assoz, exist-neutral) dar-
stellen, in dem exist-neutral ein Beweis ist, dass es ein Element e : A existiert, so dass
gilt Va: A,(exa=a) N (axe=a).

1.15. Inverse Elemente

o Seien M := (A,*,e) ein Monoid und a ein Element in A. Ein Element b in A heifit
invers zu a (beziiglich *), falls die folgende Eigenchaft gilt:

(bxa=e€) N (axb=ce).

e Das Element a heifit invertierbar, falls die folgende Eigenschaft gilt:

Jb: A, (bxa=e€) N (axb=ce).

12
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e Wenn b x a = e sagt man auch, dass b ein linksinverses Element zu a ist. Gleichfalls,
wenn a * b = e sagt man auch, dass b ein rechtsinverses Element zu a ist.

1.16. Eindeutigkeit des inversen Elements

o Nehmen wir an, dass a : A invertierbar ist. Wenn b und b” beide invers zu a sind, gilt
b = b’. Der Beweis ergibt sich aus folgender Berechnung:

b = bxe (e-neutral)
= bx(axbd) (inv)
= (b * a) * b (*-assoz)
= exb (inv)
=0 (e-neutral)

o Die Menge Inv(a) :={b: A / b invers zu a} ist daher ein Singleton.

e Deshalb kénnen wir dieses Element auswdihlen und es a~! nennen:

Inv(a) = {a'}.

1.17. Beispiele fiir invertierbare Elemente

o In einem Monoid (A, %, e) ist das neutrale Element invertierbar, mit e~! = e.

o Wenn a invertierbar ist, dann ist a~! auch invertierbar, mit (a=*)~*

e Wenn a und b invertierbar sind, dann ist das Element a x b auch invertierbar, da das
Element b~ x ¢! ein inverse Element dazu ist. Der Beweis ergibt sich aus folgender
Berechnung:

= Q.

1

(axb)x (b txa ) =ax(brxb ) xal=axexal=axal=e.

o Wir haben die ,, Regel von H.qmd und Jacke* bewiesen: (ax b))t =b "t xa 1.

1.18. Konkrete Beispiele fiir invertierbare Elemente

o Im kommutativen Monoid (Z,+,0), ist jedes Element invertierbar, da Vn : Z,n +
(—n) = 0 gilt (das inverse Element von n ist —n).

o Im kommutativen Monoid (N, +,0), ist hingegen das neutrale Element 0 das einzige
invertierbare Element.

o Im Monoid (Abb(X), o,id y) sind die invertierbaren Elemente die Bijektionen f : X —
X, das heifit, die Abbildungen f, fiir die eine Umkehrfunktion g : X — X existiert
(eine Abbildung g, so dass go f =idy A fog=idy).

13



Anmerkung. Wenn es kein neutrales Element gibt, zum Beispiel im Magma
(2Z, %), ist das Konzept ,,invertierbares Element* sinnlos.

1.19. Die Menge invertierbaren Elemente eines Monoids

o Gegeben ein Monoid M := (A, *,e), konnen wir eine Menge A* := {a
A / a ist invertierbar} definieren. Auf dieser Menge konnen wir dann eine Ab-
bildung i : @ — a~! definieren. Wir haben bereits bewiesen, dass e € A*, und dass
die Verkniipfung von A eine Verkniipfung auf A* induziert:

Vab: A ac A Nbe A" = axbec A*.

o Deswegen haben wir ein Monoid M* := (A*,x,e) gebaut, in dem jedes Element
invertierbar ist. Dieses Monoid M* wird die Einheitgruppe von M genannt. Es ist
tatsichlich eine Gruppe (siehe unten).

1.20. Monoide, in denen alle Elemente invertierbar sind

o Betrachten wir ein Monoid M := (A, ,e), mit der Eigenschaft, dass jedes Element
a : A invertierbar ist.

o Aus formarler Sicht haben wir ein Paar (M, inv-exist), in dem M ein Monoid ist, und
inv-exist ein Beweis fiir die folgende Eigenschaft ist:

Va:A db:Abxa=eANaxb=ce.

e Wenn diese Eigenschaft gilt, impliziert die Eindeutigkeit eines inversen Elements, dass
wir eine Abbildung i : A — A definieren kénnen, die ein Element a : A nach seinem
inversen Element a~! abbildet: V a : 4, i(a) :=a™ .

e Diese Abbildung i : A — A iberpriift die folgende Eigenschaft, dass fiir alles a : A,

das Element i(a) ein inverse Element zu a ist: i(a) xa = e Aaxi(a) = e.

1.21. Gruppen

e Die Idee ist, dass eine Gruppe, ein Monoid ist, in dem jedes Element invertierbar ist.
o Formal ist eine Gruppe ein Tupel G := (A, %, e, i, x-assoz, e-neutral, i-inv) bestehend
aus:

— einer Menge A.

— einer Verkniipfung (- x ) : A x A — A auf A.

— einem Element e in A.

— einer Abbildung i: A — A.

— einem Beweis x-assoz, dass V a,b,c: A, (axb)xc=ax (b*c) gilt.
— einem Beweis e-neutral, dass V a: A, (exa=a) A (a*xe=a) gilt.
— einem Beweis i-inv, dass V a : A,i(a) xa =e Aax*i(a) = e gilt.

14



1.22. Eigenschaften und Notation

e Wie wir gesehen haben, kénnen wir ein neutrales Element e : A und eine Abbildung
i : A — A konstruieren, wenn die folgende Eigenschaften gelten,:

— Existenz von einem neutralen Element:
Jde: A, Va:A (exa=a) A (axe=a).
— Existenz von inversen Elementen:
Va:A, db:Abxa=eNaxb=cec.

o Deshalb kénnen wir eine Gruppe auch als Tupel (A, x, x-assoz, neutral-exist, inv- exist)
definieren.

e Wenn wir die Eigenschaften entfernen und nur die Daten behalten, konnen wir sogar
eine Gruppe G mit (A, *, e, i), oder einfach (A, x), bezeichnen.

1.23. Kommutative Gruppen

o Sei G = (A, *,e,i) eine Grupppe.

o Falls die Verkniipfung * kommutativ ist, heifit die Gruppe G kommutativ (oder
abelsch).

o Eine kommutative Gruppe ist deshalb ein Paar kG := (G, *-komm), bestehend
aus:

— einer Gruppe G.
— einem Beweis x-komm, dass die Verkniipfung dieser Gruppe kommutativ ist.

o In der Praxis sagen wir jedoch einfach ,,Sei G eine kommutative Gruppe* (die Eigen-
schaften entfernen und nur die Daten behalten).

1.24. Beispiele fiir Gruppen

o Seii:Z — Z die Abbildung, die durch i(n) := —n definiert wird. Das Tupel (Z, +, 0, 1)
ist eine abelsche Gruppe.

o Wenn M := (A, *,e) ein Monoid ist, gibt es auf der Menge A* die Abbildung i(a) :=
a~!. Dann ist das Tupel M* := (A%, %, e, i) eine Gruppe (die Einhgeitgruppe von

o Ein Monoid (A4, ) ist genau dann eine Gruppe, wenn V a : A,a € A*. Damit kénnen
wir beweisen, dass bestimmte Monoide keine Gruppenstruktur unterstiitzen.

o Zum Beispiel, das Monoid (N, +) ist keine Gruppe (da Nj = {0}).

» Beachten Sie, dass die Notation A* mehrdeutig ist (da invertierbar nur Sinn macht,
wenn eine Verkniipfung x angegeben wurde). Zum Beispiel, (Z,4)* = (Z,+) und
(Z,%)* = ({1,—1}, x). Hingegen ist die Notation M* voll korrekt.
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1.25. Hierarchie gruppenahnlicher Strukturen

Halbeppe

H = (A, *,*-assoz)

Abbildung 1.4.: Eine algebraische Hierarchie gruppendhnlicher Objekte, dargestellt als Git-
Commit-Verlaufsdiagramm.

e Wir haben eine grundlegende ,, Hierarchie“ algebraischer Strukturen erstellt.
e Wir begannen mit einer Menge und fligten dann eine Operation und einige Eigenschaf-
ten hinzu.

1.26. Pause

Abbildung 1.5.: QR Code zur Zulip-channel.

e Machen wir eine kurze Pause. Bisher war alles sehr abstrakt.
o Wir benéttigen weitere Beispiele.
e Wenn Sie Fragen haben, konnen Sie diese jetzt oder spater auf Zulip stellen.

16



1.27. Symmetriegruppe eines Rechtecks

D | C c D B A
'R

TI fffffff [D fffffff # TI fffffffffffffffffff ; TOO’:R

A > B B A c D

Abbildung 1.6.: Symmetriegruppe eines Rechtecks.

e Ein Rechteck hat zwei Reflexionachsen. Es besitzt auflerdem eine Rotationssymmetrie
(um den Winkel 7).

Nennen wir A, B, C, D die Eckpunkte eines Rechtecks.
Wir kénnen die Wirkung der Reflexionen ¢ und 7 an diesen Eckpunkte betrachten.
e Wenn wir ¢ dann 7 anwenden, ist die Wirkung dieselbe wie bei der Rotation R.

1.28. Verkniipfungstafel der Symmetriegruppe eines Rechtecks

e Mit den Transformationen id, o, 7 und R, konnen wir eine Gruppe bauen.

e Eine Verkniipfungstafel fir diese Gruppe sieht wie folgt aus. Die Existenz inverser Ele-
mente, so wie die Kommutativitdt dieser Verkniipfung, sind auf dieser Tafel sichtbar.

o Assoziativitat ist nicht offensichtlich.

id o ™ R
idlid o T R
c|lo d R T
7|7t R id o
R|R 7 o i

Die Verkniipfungstafel hangt davon ab, wie die Gruppenelemente aufgelistet werden.
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1.29. Symmetriegruppe eines Quadrats
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Abbildung 1.7.: Symmetriegruppe eines Quadrats.

o Ein Quadrat hat vier Reflexionachsen und eine Rotationssymmetrie (um den Winkel
).

e Wir kénnen s und r verwenden, um jede andere dieser Symmetrien zu erhalten. Zum
Beispiel, ist r o s die Reflexion an der vertikalen Achse (ros = o).

« Wir schreiben 72 statt 7 o 7, und so weiter.

1.30. Eine Verkniipfungstafel fiir die Symmetriegruppe eines

Quadrats

id r 2 P s t o T

idlid r r” ™ s t o T

rlr 2 P id o T t s

22 3 id r t s T 0o

Bl did r P 1 o s t

s|ls 1 t o id r? r r

tlt o s 7 2 did r 3

clo s 1 t r ¥ id r?
Tl t o s  r r? id

Die Verkniipfungstafel hdngt davon ab, wie die Gruppenelemente aufgelistet werden.

1.31. Die in einer Symmetriegruppe enthaltene Information

e Die Intuition ist: Je mehr Symmetrien die Figur aufweist, desto komplizierter ist ihre
Symmetriegruppe.

o Beispielsweise ist ein Quadrat symmetrischer als ein Rechteck, und dies kann man in
der Verkniipfungstafel sehen, die fiir das Quadrat komplizierter ist.

e In der Galois-Theorie ist die ,, Figur® eine Polynomgleichung. Ihre ,,Symmetriegrup-
pe* wird als Galois-Gruppe bezeichnet.
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e Die Eigenschaften der Galois-Gruppe spiegeln die Eigenschaften der Gleichung wider
und liefern Informationen dariiber. Dies zu verstehen, ist das Ziel dieses Kurses.

o Natiirlich gibt es viel bessere Moglichkeiten, die interne Struktur einer Gruppe zu
studieren, als einfach eine Verkniipfungstafel zu schreiben! Wir werden das hier lernen.

1.32. Ubung 1

B C B C

Abbildung 1.8.: Symmetrieachsen eines gleichschenkligen und eines gleichseitigen Dreiecks.

1. Bestimmen Sie eine Verkniipfungstafel fiir die Symmetriegruppe eines gleichschenkli-
gen Dreiecks.

2. Machen Sie dann dasselbe fiir ein gleichseitiges Dreieck.
3. Welche Tafel ist komplizierter?

1.33. Ubung 2
o Seien Gy = (Ay, *q,€q,1;) und Gy = (Ay, %9, €9,15) Gruppen.
o Auf der Produktmenge A := A; x A, kdnnen wir die folgende Verkniipfung definieren.
(a1, a9) * (b1, by) = (ay *; by, ag %5 by)

o Zeigen Sie, dass das Magma (A, ) mit einer Gruppenstruktur ausgestattet werden
kann.

1.34. Monoidhomomorphismus

o Seien M := (Ap;,*pp€pr) und N := (An, *n, €5) Monoiden.

o Man sagt, dass eine Abbildung f : A,; — Ay ein Monoidhomomorphismus ist,
falls die folgenden Eigenschaften gelten:

— Va,b: Ay, flaxy b) = fla)xy f(b).
— fley) =ep-
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e Die Idee ist, dass die Abbildung f mit der Verkniipfung, und mit dem neutralen
FElement, kompatibel sein sollte.

In der Praxis schreibt man oft f(e) = e und f(a x b) = f(a) x f(b) oder sogar
f(ab) = f(a)f(b).

1.35. Formale Definition

e Aus formaler Sicht ist ein Monoidhomomorphismus zwischen den Monoiden
M = (App,xpp,epr) und N = (Ay, *y, ey) ein Tupel

¢ := (f,*x-kompatibel, e-kompatibel),

wobei:

— f:+ Ay, — Ay eine Abbildung ist (oft die zugrunde liegende Abbildung des Ho-
momorphismus ¢ genannt).
— x-kompatibel ein Beweis fiir die folgende Eigenschaft ist:

YV oa,b: Ay, flaxy b) = fla)xy f(b)

— e-kompatibel ein Beweis fiir die folgende Eigenschaft ist:

flea) = en-

1.36. Menge von Homomorphismen

o Seien M := (A, *pnep) und N = (Apn, *n,€xn) Monoide. Dann kénnen wir die
Menge Homy, 4(M, N) aller Homomorphismen zwischen den Monoiden M und N
betrachten.

e Die Elemente dieser Menge sind die zuvor definierten Tupel
¢ := (f, x-kompatibel, e-kompatibel).

o Oft wird ¢ : Homy, 4(M, N) einfach als ¢ : M — N bezeichnet. Dies ist Notation fir
die Abbildung f: A,; — Ay (und, wie tiblich, bleiben die Eigenschaften implizit).

o Zum Beispiel, falls M = N, ist id,, : Homy; 4(M,N) der durch die Identitats-
funktion id, ~—: Ay — Ay, induziert Monoidhomomorphismus. Das heifit, id,, =
(idAM, x-kompatibel, e-kompatibel).
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1.37. Komposition von Homomorphismen

e Wenn M, N und P Monoide sind, kénnen wir eine Verkniipfung definieren, das heifit,
eine Abbildung

onma © Homyy g (M, N) x Homyy,q (N, P) — Homyy,q (M, P).

e Die Definition ergibt sich aus der folgenden Beobachtung: gegeben Abbildungen f :
M — N und g : N — P, die Monoidehomomorphismen sind, ist die Abbildung g o f
auch ein Monoidhomomorphismus.

e Um sicherzustellen, dass dies korrekt ist, miissen wir die folgenden Eigenschaften iiber-
priifen, die von der Definition (g f)(a) := g(f(a)) folgen:

Voa,b: M, (go f){axyb) = (ge f)(a)xp(go f)(b) und (go f)(er) = ep-

o Aus formaler Sicht, falls ¢ := (f, ... ) und ¥ := (g, ... ), haben wir ¥ oy q ¢ =
(gof, .. ).

1.38. Ubung 3

Sei M, N, P und ) Monoide. Zeigen Sie die folgende Eigenschaften:

1. Wenn die Abbildungen f: M — N und g : N — P Monoidhomomorphismen sind,
dann ist die Abbildung go f: M — P ein Monoidhomomorphismus.
2. Fir jeden Monoidhomomorphismus ¢ : Homy,, 4(M, N), gilt

© O\ma 1y = @ und idy opnpg @ = -

3. Fir alle Monoidhomomorphismen ¢ : Homy; (M, N), ¥ : Homyg4(N, P) und x :
Homy, 4(P, @), gilt die Assoziativitateigenschaft

X °Mnd (¥ °Mnd ©) = (X °Mnd ¥) °Mna ¢-

1.39. Beispiele fiir Monoidhomomorphismen

e Die Exponentialfunktion exp : R — R induziert ein Monoidhomomorphismus vom
Monoid (R, +) zum Monoid (R, g, ), wegen exp(a+b) = exp(a)*exp(b) und exp(0) =
1.

o Sei M := (A, *pr,€pr) €in Monoid und a : Ay, ein Element. Dann gibt es genau
einen Monoidhomomorphismus ¢, : (Ng,+) — M mit ¢,(1) = a. Diese Eigenschaft
ist als universelle Eigenschaft des Monoids (N, +) bekannt.
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— Beachten Sie, dass ein solches Homomorphismus, falls er existiert, die Bedingun-
gen ¢, (0) =€y und V n: Nog, ¢, (n) =@, (1+ ...+ 1) =¢,(1)" = a” erfiillen
muss (letzteres beweist man durch Induktion).

— Es gentigt dann zu beweisen, dass die so definierte Abbildung ¢,(n) := a”, ein
Monoidhomomorphismus ist, das auflerdem die Eigenschaft ¢,(1) = a erfiillt.

1.40. Kompatibilitat mit dem neutralen Element

o Sei M := (A, *ps,€p) und N := (Ay, 5, e5) Monoide.

e Wenn das Monoid N tatséchlich eine Gruppenstruktur besitzt , ist eine Abbildung
f:+ Ay — Ay genau dann ein Gruppenhomorphismus, wenn die folgende Eigenschaft
gilt:

Voa,b: Ay, flaxy b) = fla)xy f(b) .
o Das heiflt, die Eigenschaft f(e,,;) = ey gilt in diesem Fall automatisch.

Beweis. Zunichst haben wir

flenr) = flen *arenr) = flenr) *n flenr) -

Danach, da f(e,,) invertierbar ist, impliziert die vorherige Gleichheit, dass

flear) ™y flear) = flear) ™y (flenr) * flear))

somit ey = f(ep,).

1.41. Gruppenhomomorphismen

e Man nennt einen Gruppenhomomorphismus zwischen den Gruppen G :=
(Ag, *ca eq) und H := (Ay,*g,ep) ein Tupel (f,*-kompatibel, e-kompatibel), wo-
bei:

— [+ Ag — Ap eine Abbildung ist.
— *-kompatibel ein Beweis fiir die folgende Eigenschaft ist:

Va,b:Ag, flaxgb) = f(a)xy f(b)
— e-kompatibel ein Beweis fiir die folgende Eigenschaft ist:
fleg) = eq-

o Aufgrund der vorherigen Bemerkung, reicht es jedoch eine Abbildung f: A — Ay
zu definieren, die einfach die erste Figenschaft oben erfiillt, um ein Gruppenhomomor-
phismus zwischen G und G zu bauen.
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1.42. Beispiele fiir Gruppenhomomorphismen

e Die Exponentialfunktion exp : R — R induziert ein Gruppenhomomorphismus von
der Gruppe (R,+) zur Gruppe (R.,,*). Um dass zu zeigen geniigt es, einfach die
Bedingung exp(a + b) = exp(a) x exp(b) zu beweisen.

o Seien G := (Ag, *q, €q) eine Gruppe und a : A,,; ein Element. Dann gibt es genau
einen Gruppenhomomorphismus ¢, : (Z,4) — G mit ¢,(1) = a. Dies ist als univer-
selle Eigenschaft der Gruppe (Z,+) bekannt.

— Beachten Sie, dass ein solches Homomorphismus, falls er existiert, die Bedingun-
gen ¢, (0) =eq,Vn:2Zy, p,(n)=p,(1+...+1)=a",und Vn:7Z_y, ¢,(n) =
(a™)~! erfiillen muss (da ¢,(n —n) = ¢,(0) = eg).

— Es geniigt entsprechend zu beweisen, dass die so definierte Abbildung ¢,(n) :=
a", ein Gruppenhomomorphismus ist, der ¢,(1) = a erfiillt.

1.43. Ein konkretes Beispiel: Division mit Rest

e Sein:Z.,. Betrachten wir die Abbildung

(-modn):7Z—{0,1, ..., n—1}
die eine ganze Zahl m : Z nach den Rest der Division mit Rest von m durch n abbildet
(m=¢gxn+rmit0<r<n—1).
o Dann gilt (m; + my) mod n = (m; mod n) + (my mod n).

o Wenn wir die Notation Z/nZ := {0, 1, ... , n— 1} und die Verkniipfung

(¢ mod n) 47,7 (j mod n) := (i +7 j) mod n

einfithren, konnen wir eine Gruppenstruktur auf der Menge Z/nZ konstruieren.

o Beziiglich dieser Gruppenstruktur ist die Abbildung (- mod n) : Z — Z/nZ ein Grup-
penhomomorphismus.

1.44. Ubung 4

e Seien M und N Monoide, und f: M — N ein Monoidhomomorphismus.

o Zeigen Sie die folgende Eigenschaften:

1V a: M, (f(a) € N) A (fla) ) = flab)).
2. Der Monoidhomomorphismus f : M — N induziert (durch Einschriankung) einen
Gruppenhomomorphismus f|}. : M* — N*.
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1.45. Ubung 5

e Seien G, H, J und K Gruppen. Mit Homg,, (G, H) bezeichnen wir die Menge Grup-
penhomomorphismen von G zu H.

e Definieren Sie eine Verkniipfung

ogpp : Homg, (G, H) x Homg,,,(H,J) — Homg,,(G, J)

und Gruppenhomorphismen idg : Homg,, (G, G), sodass die folgende Eigenschaften
gelten:

I P HOHlep(G, H)7 % °Gpp Z.dG = @A ’LdH °Gpp ¥ = ¥-
2. ¥ ¢ :Homg,, (G, H), ¢ : Homg,,(H,J), x : Homg,,(J, K),

X °Gpp (¢ °Gpp 90) = (X °Gpp @ZJ) °Gpp P-

1.46. Monoidisomorphismen

o Sei ¢ : Homy,q(M, N) ein Monoidhomomorphismus. Dann wird ¢ einen Monoidiso-
morphismus genannt, falls es ein Monoidhomorphismus 1 : Homy;, 4(N, M) existiert,
so dass die folgende Eigenschaften gelten:

(¥ ontma @ = idar) A (9 oyma ¥ = idy ).
» Die Menge Monoidisomorphismen von M nach N wird mit Isomy;, 4(M, N) bezeichnet.

o Falls ¢ ein Isomorphismus ist, wird der Homomorphismus ¢ einen inversen Homo-
morphismus zu ¢ genannt.

1.47. Gruppenisomorphismen

e Ebenso wird ein Gruppenhomorphismus ¢ : Homg,,,(G, H) einen Gruppenisomor-
phismus genannt, falls es ein Gruppenhomomorphismus ¢ : Homg,,(H, G) existiert,
sodass die folgende Eigenschaften gelten:

(w OGpp(P = ldM) A (90 oGppw = ZdN)

 Die Menge Gruppenisomorphismen von G nach H wird mit Isomg,, (M, N) bezeich-
net.
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1.48. Eindeutigkeit des inverses Homomorphismus

o Sei ¢ :=(f, ... ) ein Homomorphismus zwischen Monoiden M := (A,;, %, e;;) und
N := (Ap, *p,en), oder zwischen Gruppen G und H. Nehmen wir an, dass es ein
inverse Homomorphismus zu ¢ existiert. Dann ist solches Homomorphismus eindeutig.

o Um das zu beweisen, nehmen wir an, dass ¢; := (g;, ... ) und ¢y := (go, ... ) beide
inverse zu ¢ sind, und zeigen, dass ¥, = ), ist. Es geniigt zu beweisen, dass die
zugrunde liegende Abbildungen die Eigenschaft g, = g, erfiillen.

» Dies folgt von die Gleichheiten g, o f = idy  und g, o f =id,  und der Eindeutigkeit
der Umkehrfunktion zu einer bijektive Funktion f.

o Es ist entsprechend moglich/erlaubt, die Notation ¢~ fiir den inversen Homomomor-
phismus zu ¢ zu benutzen.

1.49. Bijektive Homomorphismen

Satz. Ein Mondoidhomomorphismus ¢ := (f,*-komp, e-komp) ist genau dann
ein Monoidisomorphismus, wenn die Abbildung f eine Bijektion ist. Der analoge
Satz gilt fiir Gruppenhomomorphismen.

e Es geniigt, den Beweis entweder fiir Monoide oder Gruppen geben. Wir werden mit
Monoiden arbeiten.

e Der entscheidende Punkt der Beweisfiihrung ist, dass die Umkehrfunktion f~! eines
bijektives Monoidhomomorphismus ¢ := (f, *-komp, e-komp) automatisch ein Homo-
morphismus ist. Das werden wir unten beweisen.

1.50. Monoidisomorphismen sind bijektiven (,,=*)

e Zunichst beweisen wir, dass, wenn ein Monoidhomomorphismus

¢ := (f,*x-komp, e-komp)

von M = (A, *p€p) Dnach N = (Ay,*y,ey) ein Monoidisomorphismus ist, die
Abbildung f: A,; — Ay eine Bijektion ist.

o Da ¢ ein Isomorphismus ist, gibt es einen inversen Homomorphismus ¢ = (g, ... ),
welcher die Eigenschaft (1) oppq @ = idys) A (@ opmg ¥ = idy) erfiillt.

e Per Definition der Komposition von Homomorphismen, gilt die Eigenschaft

(gof=ridy, )N (fog=idy,) .

Das heif}t, f ist eine Bijektion.
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1.51. Bijektive Monoidhomomorphismen sind Isomorphismen
"<:u)

o Sei ¢ = (f, ... ) ein Monoidhomomorphismus zwischen Monoiden M = (A, *ps.€s)
und N = (Ay, *y,€n), so dass die Abbildung f : A,, — Ay bijektive ist. Wir wollen
einen inversen Homomorphismus zu ¢ konstruieren. Dass heifit, einen Monoidhomo-
morphismus ¢ = (g, ... ) zwischen N und M, sodass (Yog,, ¢ = idy) A(pogp,¥ = idy).

e Da f: Ay — Ay bijektiv ist, existiert ein g : Ay — Ay, so dass (go f =idy, ) A
(fog=r1id AN). Um einen inversen Homomorphismus ¥ zu ¢ zu bauen, geniigt es zu
zeigen, dass g die folgende Eigenschaften erfiillt:

(Ve,d: Ay, glexyd) =g(c) %y 9(d)) A (glen) = en)

(die Eigenschaften, die einen Monoidhomomorphismus definieren). Das beweisen wir
unten.

1.52. Kompatibilitat mit der Verkniipfung

Zeigen wir zunachst, dass die Eigenschaft V ¢,d : Ay, g(cxy d) = g(c) x5, g(d) gilt.

o Da f:A,; - Ay bijektiv ist, gibt es eindeutige Elemente a,b : A,,, sodass f(a) = ¢

und f(b) = d.
e Da g eine Umkehrfunktion fir f ist, gibt es auch g(c) = ¢(f(a)) = a und g(d) =
g(f (b)) = b.

e Da f ein Monoidhomorphismus ist, gilt

cxyd= f(a)xy f(b) = f(axy b).

e Da g eine Umkehrfunktion fiir f ist, haben wir dann

glexy d) = g(f(a) <y (b)) = g(faxp b)) = axp b = g(c)*p g(d).

1.563. Kompatibilitat mit den neutralen Element

Wir miissen noch iiberpriifen, dass g(ey) = e, ist.

e Da f ein Monoidhomorphismus ist, gilt f(e,;) = en-
e Da g eine Umkehrfunktion fiir f ist, haben wir dann

gley) = g(f(err)) = enr-
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1.54. Ubung 7

o Sei M ein Monoid. Betrachten wir die Menge Homyy, 4(M, M) von Homomorphismen
von M nach sich selbst, mit der Verkniipfung oy, 4-

e Zeigen Sie, dass das folgende Tupel ein Monoid ist:

Endyp,q(M) := (Homyg,q(M, M)), oppag, idyy)-

o Zeigen Sie, dass die Gruppe der invertiebaren Elemente des Monoids Endy,q(M)
genau die Gruppe ist, deren Elemente die Monoidisomorphismen von M nach sich
selbst sind:

Autyp, (M) == Endyg,q (M) = (Isom(M, M), oypg,idyy ).

Es geht darum zu zeigen, dass die Komposition zweier Isomorphismen ein Isomor-
phismus ist.

1.55. Endomorphismen und Automorphismen

e Sei M ein Monoid. Die Elemente des Monoids Endy;,4(M) werden Monoidendo-
morphismen von M gennant. Die Elemente der Gruppe Autyy,4(M) werden Mono-
idautomorphismen von M gennant.

o Gegeben eine Gruppe G, kdnnen wir gleichfalls ein Monoid Endg,,,(G) und eine Grup-
pe Autg,,(G) definieren. Die Elemente des Monoids Endg,,,(G) werden Gruppen-
endomorphismen von G gennant. Die Elemente der Gruppe Autg,,(G) werden
Gruppenautomorphismen von G gennant.

1.56. Beispiel: lineare Transformationen

e Sei V ein Vektorraum und sei Homy; (V,V) die Menge lineare Abbildungen von V'
nach sich selbst. Da die Komposition linearer Abbildungen noch linear ist, konnen wir
auf dieser Menge eine Verkniipfung konstruieren.

e Auf diese Weise erhalten wir ein Monoid

End;;, (V) := (Homy, (V, V), o, idy/).

e Die Gruppe invertierbarer Elemente dieser Gruppe ist die Gruppe, deren zugrundelie-
gende Menge aus bijektiven linearen Abbildungen besteht:

End,, (V)" = GL(V).
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2.

Untergruppen und endlich erzeugte
Gruppen

‘idUTR ‘idaTR id o T R
id|id o 7T R idlid o T R idlid o T R
c|lo id R T c|lo id R T c|lo d R T
T| 7T R id o T!7T Rlid o 7|7 R id o
R|R 7 o 1id R|IR 7 o i R|\R 7 o i
2.1. Untermonoide
o Sei M := (A, x,e) ein Monoid.
o Die Idee ist, dass ein Untermonoid von M aus einer Teilmenge A’ von A konstruiert
werden kann, wenn die Verkniipfung von M eine Monoidstruktur auf A" induziert.
o Genauer gesagt, bitten wir um folgenden Eigenschaften fiir die Teilmenge A’ : Teil(A).
—ec A
—Vab:AaeANbeA =axbe A
2.2. Formaler Standpunkt und Notation

Sei M := (A, *,e) ein Monoid.
Ein Untermonoid von M ist ein Tupel M’ := (A’, e-dadrin, x-stabil), wobei:

— A’ eine Teilmenge von A ist.

— e-dadrin ein Beweis fiir e € A’ ist.

— x-stabil ein Beweis ist, dass das Produkt zweier Elemente von A, die zu A" geho-
ren, immer noch zu A" gehort:

Vab:Ajac AANbe A =axbe A

In diesem Fall, sagen wir auch einfach, dass die Teilmenge A’ ein Untermonoid von
M ist.
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2.3.

2.5.

Begriindung fiir die Definition

Seien M := (A,*,e) ein Monoid und A’ ein Untermonoid von M (normalerweise
schreiben wir die Eigenschaften e-dadrin und *-stabil nicht).

Dann gibt es eine Verkniipfung (- " -) auf A’, die durch (- x -) induziert wird (siehe
unten).

Da die Verkniipfung (- * -) : A x A — A assoziativ ist, ist die Verkntipfung (- " -) :
A" x A" — A’ auch assoziativ.

Auflerdem, da e € A’ gilt, hat die Verkniipfung (- " -) ein neutrales Element.

Ein Submonoid kann daher automatisch als Monoid angesehen werden (siehe unten).

Eine Bemerkung iiber Teilmengen

Sei A eine Menge. Aufgrund des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, wird eine Teil-
menge A" : Teil(A) durch eine Indikatorfunktion x4, : A — {0,1} definiert.
Aus solcher Funktion x4/ : A — {0, 1} kénnen wir die folgende Menge definieren:

A={a: A/ xula)=1}.

Gegeben ein Element a : A, wenn wir a € A’ schreiben, meinen wir x 4/ (a) = 1. Das
heifit, der Ausdruck a € A’ ist eine Eigenschaft des Elements a von A, und A’ ist die
Menge, die aus den Elementen von A konstruiert wird, die diese Eigenschaft erfiillen.

Wegen dieser Definitionen sollte ein Element a’ der Teilmenge A’ : Teil(A) als Paar

a’ := (a,p,) geschrieben werden, wobei a ein Element von A ist, und p, ein Beweis

fir die Eigenschaft y 4/ (a) = 1 ist.

Die induzierte Verkniipfung

Sei (A, *, e) ein Monoid und (A’, e-dadrin, x-stabil) ein Untermonoid davon. Insbeson-
dere ist A’ eine Teilmenge von A und %-stabil ein Beweis fur die folgende Eigenschaft:

Vab:Ajaec ANbe A =axbe A
Dann kénnen wir eine Verkniipfung auf der Menge A’ definieren:
(a,pa) *’ (bvpb) = (ax bvpa*b)

wobei p,,;, der Beweis ist, dass axb € A’.
Dieser Beweis p,,; wird aus p,, p, und x-stabil abgeleitet.
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2.6. Eigenschaften der induzierten Verkniipfung

2.7.

2.8.

Da per Definition (a,p,)*" (b,p;) := (axb,p,,;), und die Verkniipfung * assoziativ ist,
ist die Verknipfung +” auch assoziativ.
Um ehrlicher zu sein, miissen wir, fiir alle a, b, ¢ : A die folgende Gleichheit beweisen:

((CL * b) * C, p(a*b)*c) = ((CL * (b * c)vpa*(b*c)>

Dies ergibt sich aus dem Beweis fiir die Gleichheit (axb)xc = ax(bxc) und der Tatsache
(die wir akzeptieren werden), dass wenn (axb)*c = ax (bxc), dann p(,,p).c = Pax(bwc)
ist (dies ist der schwierige Teil).

Auflerdem ist das Element e’ := (e, e-dadrin) ein neutrales Element fiir die Verkniip-
fung . Der Beweis dafiir geht um dieselben Ideen wie oben.

Wenn Ihnen dieser formale Standpunkt nicht geféllt, konnen Sie die Beweise (in Blau)
einfach nicht schreiben.

Untermonoide konnen als Monoide angesehen werden

Sei M := (A,,e) ein Monoid und M’ := (A’, e-dadrin, x-stabil) ein Untermonoid
davon. Insbesondere ist A’ eine Teilmenge von A.
Aus diesem Untermonoid kénnen wir ein Monoid M’ := (A’,+’,€’) konstruieren, wo-

bei:

— die zugrundeliegende Menge von M’ die Menge A’ ist,
— die Verkniipfung von M’ die Verkniipfung " ist,
— das neutrales Element von M’ das Element e’ := (e, e-dadrin) ist.

Beachten Sie, dass M’ und M’ sind unterschiedliche Konzepte: M’ ist ein Untermonoid
von M, wahrend M’ ein Monoid ist, das aus M’ konstruiert wurde.

Konventionen und Notation

Wie gesagt, in der Praxis, schreibt man oft ,Sei (A, *,e) ein Monoid und A’ ein
Untermonoid®, wobei A" eine Teilmenge von A ist.

Das heif3t, die Eigenschaften, dass e zu A’ gehort und dass die Teilmenge A’ unter der
Verkniipfung « stabil bleibt, erscheinen nicht explizit.

Es ist auch iiblich, ein Untermonoid von (A, *,e) einfach als ein Monoid zu betrach-
ten, dessen zugrunde liegende Menge eine Teilmenge A’ von A ist. Das heif3t, man
identifiziert oft die Teilmenge A" mit dem Monoid (A’, ', e).
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2.9. Beispiele fiir Untermonoide

o Betrachten wir das Monoid (Z,+,0) und eine ganze Zahl n : Z. Die Teilmenge
nZ:={meZ/3q:Z, m=qxn}

von Vielfachen von n ist ein Untermonoid von Z (das heifit, diese Teilmenge erfiillt
die Eigenschaften eines Untermonoids):

— Da n*0 =0 ist, gilt 0 € nZ.
— Wenn m; = ¢, *n ist und my = gy * n ist, gilt my + my = (¢; + ¢5) * n, somit
(mq +my) € nZ.

 Die Teilmenge Z.q := {n: Z / n > 0} ist ein Untermonoid von Z.
o Die Teilmenge Z., := {n : Z / n > 0} ist kein Untermonoid von (Z,+,0). Grund
dafiir ist, dass das neutrales Element 0 nicht zu dieser Teilmenge gehort.

2.10. Untergruppen

e Sei G := (A, *,e) eine Gruppe und A’ : Teil(A) eine Teilmenge von A.
o Wir sagen, dass A" eine Untergruppe von G ist, wenn die folgende Eigenschaften
gelten:

—e€cA.
—Vab:AacANbeA =axbe A.
—Va:AacA =>alecA.

o Aus formaler Sicht, ist eine Untergruppe von G := (A, x, e) daher ein Tupel
U := (A’, e-dadrin, x-stabil, inv-stabil),

wobei (A’, e-dadrin, x-stabil) ein Untermonoid von (A, x,e) ist und inv-stabil ein Be-
weis ist, dass Va: A,a € A’ =a ' € A'.

2.11. Beispiele fiir Untergruppen

o Sei G := (A, x,e) eine Gruppe und A" die Teilmenge {e} von A. Dann ist A" eine
Untergruppe von G. Wenn wir A als eine Teilmenge seiner selbst betrachten, dann ist
A auch eine Untergruppe von (A, %, e). Die leere Teilmenge ist keine Untergruppe.

o Betrachten wir die Gruppe (Z, +,0) und eine ganze Zahl n : Z. Die Teilmenge

nZ:={m:72Z/3q:7Z, m=qgxn}
von Vielfachen von n ist eine Untergruppe von Z:

— Wir haben bereits bewiesen, dass nZ ein Untermonoid von (Z, +,0) ist.
— Wenn m = g *n, gilt —m = —(¢*n) = (—q) * n, somit (—m) € nZ.

o Die Teilmenge {n : Z / n > 0} ist ein Untermonoid von (Z, 4, 0), die keine Untergruppe
ist. Grund dafiir ist, dass (zum Beispiel) 1 zu dieser Teilmenge gehort, aber—1 nicht.
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2.12. Untergruppen der Symmetriegruppe eines Quadrats
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Abbildung 2.1.: Symmetriegruppe eines Quadrats.

e In der Symmetriegruppe eines Quadrats, ist die Teilmenge {id,r, 72,73} eine Unter-
gruppe. Diese Untergruppe ist genau die Gruppe der direkten Symmetrien des Qua-
drats (die Reihenfolge der Punkte A, B, C, D dndert sich nach eine Rotation nicht).

o Die Teilmenge {id, s}, {id,t},{id, o} und {id, 7} sind auch Untergruppe der Symmetrie
gruppe des Quadrats.

2.13. Direkte Symmetrien des Quadrats

Die Verkniipfungstafel der Untergruppe {id,r,r? r3} ist unten sichtbar. Sie ist sozusagen

in der Verkniipfungstafel der Umbgebungsgruppe abgeschlossen.
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2.14. Andere Untergruppen

Bei anderen Untergruppen kann es etwas komplizierter sein, die Verkniipfungstafel zu vi-
sualisieren, aber immer noch méglich.
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2.15. Untergruppen der Gruppe der ganzen Zahlen

Wir kommen endlich zu einem konkreten und niitzlichen Satz

Satz. Die nicht-trivialen Untergruppen von (Z,+,0) sind genau die Teilmengen
der Gestalt nZ fiir ein eindeutiges bestimmtes n € Z_,.

o Mit nicht-trivialer Untergruppe einer Gruppe G := (A, *, e) meinen wir eine Unter-
gruppe U := A’, die die folgende Eigenschaft erfiillt:

Ja:A(a€eA)A(a+#e).

o Dies wird normalerweise als U # {e} geschrieben. Ob dies eine primitive Definition
oder eine Konsequenz der Definition von U = {e} ist, hangt davon ab, wie frei Sie das
Prinzip des ausgeschlossenen Dritten anwenden.

o Es ist auch moglich, 3 a: G,(a € U) A (a # e) zu schreiben.

2.16. Satz und Beweis

Satz. Sei U eine Untergruppe von (Z,+,0). Wenn U nicht-trivial ist, dann
existiert es eine eindeutige positive ganze Zahl n € Z_, so dass U = n/Z ist.

Beweis. Beachten Sie, dass dieser Satz aus zwei Teilen besteht:

o Existenz:
dne”Z. y,U=nl.

e Eindeutigkeit:
Vmn:Z.y, (U=mZ)NU=nZ)=m=n.

Wir kénnen auch N statt Z_ schreiben. So oder so, wenn wir nZ schreiben, miissen wir
das Element n von Z_; oder N als Element von Z interpretieren.
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2.17. Existenz

o Zeigen wir zuerst, dass U NN # (). Da per Annahme U nicht-trivial ist, existiert ein
n:7Z,sodassn € U und n # 0. Diese n erfillt n > 0V n < 0. Wir kénnen daher zwei
Félle unterscheiden.

— Falls n > 0, dann haben wir es bewiesen, dass U NN # () ist.
— Fallsn < 0, dann ist —n > 0. Aber —n € U (dan € U ist und U eine Untergruppe
ist). Dann gilt wieder U NN # ().

e Da U NN eine nicht-leere Teilmenge von N ist, existiert es ein minimales Element n,
in UNN (das heiBt, np e UNN und V m : N, m € UNN = ny < m). Insbesondere
nyg € U.

o Wir werden nun zeigen, dass ngZ = U (fiir dieses n,, deren Existenz wir bewiesen
haben). Es reicht, nyZ C U und U C nyZ zu zeigen.

2.18. Direkte Inklusion

Zeigen wir zunéchst, dass nyZ C U ist. Das heiit, V. m : Z,m € nyZ = m € U. Gegeben
m : Z sodass m € nyZ ist, existiert ein ¢ : Z, sodass m = g * n ist. Dieses ¢ erfillt
(g > 0) V(¢ < 0). Durch Fallunterscheidung, erhalten wir Folgendes. - Falls ¢ > 0 ist, gilt
m=q*nyg=ng+ .. + nyg (¢ mal). Da 0 € U und ny € U, kénnen wir durch Induktion
auf ¢ zeigen, dass ¢ * ny € U ist. Das heifit, m; € U ist. - Wenn ¢ < 0, dann gibt es
—m = —(q*ny) = (—¢q) *ny. Aus dem vorherigen Fall folgern wir, dass —m € U. Da U eine
Untergruppe ist, gilt auch m € U.

2.19. Umgekehrte Inklusion und Ende des Existenzbeweises

o Zeigen wir danach, dass U C nyZ ist.

o Gegeben m : Z sodass m € U ist, die Division mit Rest von m durch n, (die > 0 ist)
ergibt ganze Zahlen ¢ und r, so dass m = ¢ *ng+r und 0 < r < ny. Insbesondere,
r = m—qx*ny ist. Da U eine Untergruppe ist, impliziert die vorherige Gleichheit, dass
r € U (dennm € U ist und ny € U). Wenn r # 0 ist, widerspricht das der Minimalitat
von ng als Element von UNZ . Dann gilt 7 = 0 und m = g *ng. Das heifit, m € nyZ.

e DangZ CU ist und U C nyZ ist, haben wir bewiesen, dass U = nyZ ist.

2.20. Eindeutigkeit

e Nehmen wir an, dass es m : Z und n : Z gibt, sodass n > 0, m > 0 und nZ = mZ
gelten. Wir werden es zeigen, dass dies n = m impliziert.
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e Von der Gleichheit nZ = mZ folgern wir, dass die ganze Zahl m die ganze Zahl n
teilt, und dass die ganze Zahl n die ganze Zahl m teilt. Das heif}t, es existiert a sodass
n = a*m ist, und b sodass m = b*n ist. Dann gilt n = a x b x n.

e Da n # 0, impliziert die vorherige Gleichheit, dass a *b = 1 ist, mit a eine ganze Zahl.
Insbesondere gilt a =1 oder a = —1.

e Dan=axmund n,m > 0, muss a auch positiv sein. Dann gilt a = 1, somit n = m.

2.21. Vergleich der Untergruppen einer Gruppe

o Sei G = (A,*,e) eine Gruppe und seien U; = (4], ... ) und U, = (A5, ... ) Un-
tergruppen von G, wobei A} und A} Teilmenge von A sind. Kénnen wir U; und U,
vergleichen?

o Betrachten wir die folgende Relation:

o Da C eine Ordnungsrelation auf Teil(A) ist, ist die Relation < eine Ordnungsrelation
(zwischen Untergruppen von G).

2.22. Eine Bemerkung iiber bindre Relationen

o Denken wir zunéchst daran, dass die Relation A7 C A/, Folgendes bedeutet:
Va:Aaec Al =ac A

e So wie die Zugehorigkeit von einem Element a : A zu einer Teilmenge A’ durch ein
unéres Pradikat x4 : A — {0, 1} definiert wird, wird eine Relation auf einer Menge
B durch ein binéres Pradikat R : B x B — {0, 1} definiert.

o Zum Beispiel, fir B := Teil(A), wird das bindre Pradikat C durch die Funktion
R definiert, die ein Paar Teilmengen (A7, A5) genau dann nach 1 abbildet, wenn
Va:Aac A =ac A,

e Wenn wir versuchen, diese Funktion explizit zu berechnen, erhalten wir Folgendes:

Re (A7, Ay) = inf (max (1= xa; (@), x5 (a)) ).

2.23. Von einer Teilmenge erzeugte Untergruppe

o Sei G := (A,*,e) eine Gruppe. Gegebene eine Teilmenge E : Teil(A4), gibt es eine
kleinste Untergruppe U := (A, ... ) von G, sodass E C A’ ?

e Da wir Untegruppen von G vergleichen kénnen, ist die Frage sinnvoll. Das heift, das
Konzept eines kleinsten Elements ist in diesem Zusammenhang sinnvoll.

o Beachten wir zunéchst, dass es mindestens eine Untergruppe U := (A’, ... ) gibt,
sodass E C A’ ist. Namlich, die Untergruppe G = (A4, ... ).

e Wir werden nun auf zwei verschiedenen Arten zeigen, dass die Menge aller dieser
Untergruppen ein minimales Element hat.
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2.24. Durchschnitt von Untergruppen

Seien G = (A, *,e) eine Gruppe und (U;);.; eine Familie Untergruppen von G. Das
heiflt, fiir jedes i : I, eine Untergruppe U, := (A}, e-dadrin, x-stabil, inv-stabil) von G.

Wir méchten eine Untergruppe A;, U, := (A’, ... ) von G konstruieren, mit

A/ = ﬂlIA;
Es reicht dazu, die folgende Eigenschaften zu beweisen:

— eec A’ (das heifit, Vi: I,e € A)).
- Vab:Aac A Nbe A =Vi:l,axbe Al
—Va:AacA=Vi:l,ateA.

Alle drei Eigenschaften ergeben sich aus der Tatsache, dass fiir jedes i : I, A" C A ist.

2.25. Erzeugte Untergruppe: erste Konstruktion

Seien G := (A, *,¢e) eine Gruppe und E : Teil(A) eine Teilmenge von A.

Betrachten wir die folgende Menge, die als Teilmenge von der Menge der Untergruppen
von G definiert wird:

I:={U:= (4, ...): Untergruppe(G) /| E C A"}

Da es eine Projektion pr, : I — Untergruppe(G) gibt, kénnen wir eine Familie (U;),.;
definieren. Explizit ist ¢ : I aus der Form (U, p;;), wobei U := (A’, ... ) eine Untergrup-
pe von G ist, und py; ein Beweis fiir die Eigenschaft 2 C A’ ist. Dann wird pr, (U, py)
als U definiert. Wir setzen dann, fiir jedes i : I, U; := pr, (7).

Es ist deshalb sinnvoll, die Untergruppe (E) , := A;.;U; einzufiihren. Diese Untergrup-
pe A, U; wird die von der Teilmenge E erzeugte Untergruppe gennant (und
oft einfach als (E) bezeichnet).

2.26. Die kleinste Untergruppe, die eine Teilmenge enthilt

Seien G := (A, *,e) eine Gruppe und E : Teil(A) eine Teilmenge von A. Sei (U,),.;
die Familie aller Untergruppen von G, die die Eigenschaft E C A erfiillen, wobei
A} die zugrundeliegende Menge der Untergruppe U, ist. Wie zuvor gesehen, ist die
zugrundeliegende Menge der Untergruppe (E) := A,,;U; die Teilmenge N, ;A;.

Dann konnen wir tiberpriifen, dass die Untergruppe (F) die kleinste Untergruppe
U:= (A, ... ) von G ist, die die Eigenschaft £ C A’ erfiillt. Das heif3t:
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— Die Untergruppe (E) erfiillt diese Eigenschaft.
— Fiir jede Untergruppe U, die diese Eigenschaft erfillt, gilt (E) < U.

o Die erste Eigenschaft folgt von der Tatsache, dass E C N, ;A; ist (per Definition von
A;, gilt fiir jedes 7 : I, dass E C A4, ist). Die zweite Eigenschaft folgt von der Tatsache,
dass V j: I,N; A; CA;ist.

2.27. Induktive Definition

o Es gibt eine andere, explizitere Konstruktion der Untergruppe (E). Namlich, durch
die direkte Definition eines Pradikats x gy : A — {0,1}.

 Gegeben a : A, setzen wir genau dann x g (a) := 1, wenn eine der folgenden Bedin-
gungen gilt:

—a=ce.

—ac k.

— a = ay xay, mit ay,a, : A, sodass x(gy(a;) =1 und x g (ay) = 1.
— a=">b"1 mit b: A, sodass X(g)(b) = 1.

o Dieses Préadikat definiert eine Teilmenge (E) : Teil(A), namlich:

(E) :=={a: A/ X(E)(a> =1}

2.28. Erzeugte Untergruppe: zweite Konstruktion

o Uberpriifen wir, dass die Teilmenge (E) : Teil(A) eine Untergruppe von G definiert.
¢ Es reicht dazu, die folgende Eigenschaften zu beweisen:

- x(py(e) = 1.
— Vay,ay: A, X(E)(Ch) =1A X(E)(GQ) =1= X(E)(Ch *ay) = 1.
= Vb:Axpgd) =1=xgb") =1

o Alle drei Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition des Prédikats X(g)- Es
gibt fast nichts zu beweisen!

2.29. Induktiver Beweis

o Auflerdem haben wir V a : A,a € E = X g (a) = 1, auch per Definition des Préidikats
X(g)- Das heifit, die Untergruppe (E) erfiillt die Bedingung £ C (E) (als Teilmenge
von A).

o Schliefllich ist die induktiv definiert Untergruppe (E) die kleinste Untergruppe, die
die vorherige Bedingung erfiillt.
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o Um das zu zeigen, reicht es Folgendes zu bemerken: Wenn U := (A’, ... ) eine Unter-
gruppe mit F C A’ ist, dann ist (F) C A’. Das heifit, fiir jedes g : G,

ge(E)=gcA.

o Da die Eigenschaft g € (F) induktiv definiert wurde, konnen wir die vorherige Impli-
kation durch Induktion auf g beweisen. Dann folgt das Ergebnis aus der Definition
von g € (E) und der Tatsache, dass A" eine Untergruppe ist. Die Einzelheiten werden
nun erklart.

2.30. Einzelheiten zum induktiven Beweis

e Induktionsanfang. Zunichst miissen wir liberpriifen, ob, wenn a = e oder a € F,
dann a € A’ ist. Dies folgt aus der Tatsache, dass A" eine Untergruppe von G ist, die
E enthalt.

¢ Induktionsschritt. Danach miissen wir {iberpriifen, ob, wenn a = a; xa, mit a;, a, €
(E) ist, dann a € A’ ist. Durch Induktion konnen wir annehmen, dass a; € A’ ist und
a, € A’ ist . Da A’ eine Untergruppe ist, ergibt sich deshalb a; xa, € A’. Schliellich
miissen wir iiberpriifen, ob, wenn a = b~! mit b € (E) ist, dann a € A’ ist. Durch
Induktion kénnen wir annehmen, dass b € A’ ist. Dann folgt das Erggebnis erneut aus
der Tatsache, dass A’ eine Untergruppe ist.

Diese Art von Beweis lasst sich mit einem Beweisassistenten einfacher schreiben!

2.31. Endlich erzeugte Gruppen und zyklische Gruppen

e Sei G = (A, ..., ) eine Gruppe. Man sagt, dass die Gruppe G endlich erzeugt ist,
wenn es eine endliche Teilmenge F : Teil(A) gibt, sodass (E) = A ist (als Teilmenge
von A). Man schreibt oft:

= n: N>07 = g[)a gn : G7 <g07 ] gn> = G

o In diesem Fall wird die Teilmenge {gy, ..., ¢,,} : Teil(A) als Erzeugendensystem
fiir die Gruppe G bezeichnet.

o Wenn G durch ein einziges Element g, erzeugt werden kann (das heifit, wenn E = {g}

ist), wird die Gruppe G eine zyklische Gruppe gennant:

Jg:G,(g) =G (als Untergruppe von G).
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2.32. Ubung 1

e Seien G eine Gruppe und E ein Erzeugendsystem fiir G. Zeigen Sie, dass die Elemente
von G die folgende Beschreibung zulassen.

Vg:G, 3n: Ny, Fgg, ooy g €E, &g, oy €, {£1}, 9=95° - 90"

Hinweis. Die Annahme ist, dass G = (E) ist. Deshalb kénnen Sie das Ergebnis durch
Induktion tiber g € (E) zeigen. Oder, benuzten Sie einen anderen Ansatz und zeigen
Sie, dass die Teilmenge

T:={g:G/3In:Ny, Igy, .., 9o € E, &g, ..., ,: {£1}, g= 950 - g}

eine Untergruppe von G ist, die E enthélt, und die in jeder Untergruppe U enthalten
ist, die E enthélt.

2.33. Ubung 2

U

T

Abbildung 2.2.: Die von einer Vereinigung Untergruppen erzeugte Untergruppe

e Wie wir in der linearen Algebra gelernt haben, ist die Vereinigung zweier Untergruppen
im Allgemeinen keine Untergruppe.

e Seien G eine Gruppe und U,V Untergruppen von G. Zeigen Sie, dass die Teilmenge

PU,V):={9g:G/TJu:U, Jv:V, g=ux*v}

ein Erzeugendsystem fiir die Untergruppe UV := (U U V) ist.
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2.34. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus

o Seien G := (A, *g,eq) und H := (B, %y, ey) Gruppen und sei ¢ : Homg,,,(G, H) ein
Gruppenhomomorphismus.

e Bezeichnen wir noch die zugrundeliegende Abbildung von ¢ mit ¢ : A — B, und die
davon induzierte Abbildung Teil(B) — Teil(A) mit ¢~ !. Fiir jede B’ : Teil(B), heiBt
die Teilmenge ¢! (B’) :={a: A / p(a) € B} von A das Urbild von B’.

Satz. Die Teilmenge
ker o := o ({ey}) ={a: A/ pla) = ey}
ist eine Untergruppe von G.

e Die Untergruppe ker ¢ < G wird als Kern des Homomorphismus ¢ bezeichnet.

2.35. Ein Beweis, dass der Kern eine Untergruppe ist

e Es reicht zu tiberpriifen:

1. eq € ker o.
2. vglaQQ:Gv QEkerSOi(gl*ng)Eker ©.
3. Vg:G, g€ker p= gt €ker .

¢ Dazu berechnen wir:

1. p(eq) = ey (per Definition eines Gruppenhomomorphismus).
2. (91 *q 92) = ¢(91) %1 P(9) = € *y ey = €y
3. 0(g) =wlg) "t =ey =en.
o Anmerkung. Die Eigenschaft p(g71) = p(g)~! wurde im Vortrag 1.a, Ubung 4 be-
wiesen.

2.36. Das Bild eines Gruppenhomomorphismus

o Seien G := (A, %g,eq) und H := (B, %y, ey) Gruppen und sei ¢ : Homg,,,(G, H) ein
Gruppenhomomorphismus.

e Bezeichnen wir noch die zugrundeliegende Abbildung von ¢ mit ¢ : A — B, und
die davon induzierte Abbildung Teil(A) — Teil(B) immer noch mit . Fir jede A :
Teil(A), heiit die Teilmenge p(A’) :={b: B/ Ja: A, ¢(a) =b} von A das Bild von
B’ unter ¢. Wenn A’ = A, schreiben wir auch ¢(G) statt p(A).
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Satz. Die Teilmenge
im ¢ :=@(G) ={h:H /3 g:G plg)=h}
ist eine Untergruppe von H.

e Die Untergruppe im ¢ < H wird das Bild des Homomorphismus ¢ gennant.

2.37. Ein Beweis, dass das Bild eine Untergruppe ist

Wie zuvor:

1. Mit g := e gibt es ¢(eq) = eg. Somit ey € p(G).
2. Falls hy = p(g;) ist und hy = @(gy) ist, mit g, g5 : G, dann ergibt sich

hyxg by = ©(g1) xg ©(92) = ©(91 *¢ 92) € ©(G).

3. Falls h = ¢(g) ist, mit g : G, dann ergibt sich h™! = p(g)™! = p(g~!), somit h=! €
o(G).

2.38. Injektive und surjektive Gruppenhomomorphismen

o Ein Gruppenhomorphismus ¢ wird injektiv/surjektiv genannt, wenn die zugrundelie-
gende Abbildung injektiv/surjektiv ist.

e Dann gelten die folgenden Eigenschaften, die zu der von linearen Algebra dhnlich sind.

Satz. Seien G und H Gruppen und sei ¢ : Homg,,(G, H) ein Gruppenho-
momorphismus.

1. ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker ¢ = {es}.
2. @ ist genau dann surjektiv, wenn im ¢ = H.

e Die zweite Eigenschaft folgt von der Definition des Bildes. Zeigen wir die erste.

2.39. Erinnerung an die (Nicht-)Injektivitat

o Eine Abbildung f : A — B heifit nicht-injektiv, falls gilt

Jay,ay: A, ay #Fag A flag) = flay).
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e Wenn dies nicht passiert, sagt man das f injektiv ist. Das heifit,

[ injektiv = —=(Fay,ay: A, ay #ay A flaq) = flay))
& Vap,ay: A, fla) = flay) = —(a # ay)
< Va,ay: A flay) = flay) = a; = ay

Die Eigenschaft —(a; # ay) < a; = a4 sollte als Eigenschaft der Unterscheidungsrela-
tion # betrachten werden.

Der Punkt ist: Da per Definition (f injektiv) := —(f nicht-injektiv) ist, haben wir im-
mer f nicht-injektiv = —(f injektiv). Aber ohne LEM gilt die umgekehrte Implikation
nicht, nur —(f injektiv) = ——(f nicht-injektiv), deren Schlussfolgerung schwécher ist.

2.40. Beweis fiir die Charakterisierung der Injektivitat

»=*“ Nehmen wir zunéchst an, dass ¢ injektiv ist, und zeigen wir, dass ker ¢ = {es}.
Da immer gilt e, € ker ¢, reicht es zu iiberpriifen, dass ker ¢ C {es}. Das heifit,
fir alle g : G, p(9) = ey = g = eq. Sei g : G solches Element, mit ¢(g) = ey. Da
v(eq) = ey auch gilt, und ¢ injektiv ist, ergibt sich e = g.

»<=“ Nehmen wir jetzt an, dass ker ¢ = {e} ist, und zeigen wir, dass ¢ injektiv ist.
Es reicht zu iiberpriifen, ob, wenn ¢(g;) = ¢(g5) in H ist, dann g; = g, in G ist. Seien
91,99 : G, sodass ¢(g;) = ¢(gy). Da ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, impliziert
die vorherige Gleicheit, dass (g, xg g *) = €. Das heifit, g; x5 g5 1 € ker ¢ ist. Da
ker ¢ = {eg} ist, folgt daraus, dass g; x; g5 = e ist, somit g; = g,.

2.41. Ubung 3

Seien G, H Gruppen und ¢ : Homg,, (G, H) ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen
Sie die folgende Eigenschaften:

1. Wenn U < G (U eine Untergruppe von G) ist, ist p(U) < H.

2. Wenn V < H ist, ist o 1(V) < G.

3. Wenn E : Teil(G) ist, gilt o((E)) = (¢(E)) als Untergruppe von G.
4. Wenn F : Teil(H) ist, gilt im Allgemeinem ¢ ((F)) # (¢ }(F)).

Hinweis. Fiir den letzten, betrachten Sie das Beispiel

G=(Z,+), N={1}, wnd V n:Z, p(n):=0.
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2.42. Ubung 4

e Seien G, H Gruppen und sei ¢ : Homg, (G, H) ein Gruppenhomomorphismus. Gege-
ben b : H, die Menge ¢ !({b}) : Teil(H) heifit die Faser von ¢ iiber b.

o Zum Beispiel, ist die Faser von ¢ iiber e;; genau der Kern von ¢.

' ({eg}) = ker ¢

e Zeigen Sie, dass die Fasern von F die folgende Beschreibung zulassen:
Vo:H, o7'(b)#0 = Yaecp ({b}),¢ 1 (b) = alker )
wobei a(ker ¢) :=={g: G /I c: G, g=ax*g;c}.

Dies dhnelt dem bekannten Ergebnis aus der linearen Algebra: wenn sie nicht leer ist,
kann die Menge der Losungen eines linearen Gleichungssystems Ax = b als a + ker A
beschrieben werden, wobei a eine beliebige Losung von Ax = b ist.

2.43. Elemente endlicher Ordnung

e Sei G eine Gruppe und sei g ein Element von G. Per Definition:

0

¢° i=egund V m: N, gmt:

=9"*g 9.

« Dies ist tatséchlich eine Abbildung G x N., — G, die (g,n) nach g" abbildet. Durch
Induktion kénnen Sie es beweisen, dass die folgende Eigenschaft gilt.

vV m : Ny, gt = gxgo g™

e Man sagt, dass g endliche Ordnung hat, falls die folgende Eigenchaft gilt.

dn:Nyy, 9" =eq.

2.44. Die Ordnung eines Elements

Falls g : G endliche Ordnung hat, kann man Folgendes festlegen:

Ordg(g) :==min{n: N., / g" = eg}

o Die natirliche Zahl Ordg(g) heiit die Ordnung von g. Mittels euklidischer Division
kénnen wir die Struktur der Menge {n : N., / ¢" = es} verdeutlichen. Man schreibt
einfach Ord(g) statt Ord(g).

e Wenn ¢ nicht endliche Ordnung hat, sagt man, dass g unendliche Ordnung hat,
und setzt Ord(g) := +o0.

o Da in diesem Fall die Menge {n : N_, / g" = e} leer ist, entspricht diese Definition
der tiblichen Konvention, dass inf() = +o0 ist.
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2.45. Potenzen eines Elements

Satz. Sei g : G und n : N_,. Dann gilt,

g" = eq < (g hat endliche Ordnung und Ord(g) | n) .

Als Konsequenz, zulédsst die durch g erzeugte Untergruppe von G die folgende Beschreibung
als Teilmenge von G:

(9) ={eq.9.9% .., gOrd9-1}
Beweis des Satzes.

o ,<=“ Wenn es k : N_ gibt, sodass n = k*Ord(g), dann gilt g" = (gO4®))F = ek, = ¢..

o ,="“ Falls ¢g" = e ist, schreibt man n = k% Ord(g) +r mit 0 < r < Ord(g). Dann gilt
eq = g" = (¢°"49))k % g7 = g". Wenn r > 0 ist, widerspricht dies der Minimalitit von
Ord(g). Somit » = 0 und n = k * Ord(g).

2.46. Zyklische Gruppen

e Seien G eine Gruppe und g : G ein Element von G.

o Durch die universelle Eigenschaft der Gruppe (Z,+), gibt es einen eindeutigen Grup-
penhomomorphismus ¢, : (Z,+) — G, sodass ¢ (1) = g. Ndmlich, der Homomorphis-
mus, der durch V n: Z, ¢ (n) := g" definiert wird.

Satz. Die Gruppe G ist genau dann zyklisch, wenn es ein Element ¢g : G
gibt, sodass der kanonische Gruppenhomomorphismus ¢, : Z — G surjektiv
ist.

Beweis. Per Definition, ist die Gruppe G zyklisch, falls Folgendes gilt: 3¢ : G, (g) = G.
Ausserdem, auch per Definition, ist im ¢, = {h: G / I n: N,g, h = g"}. Es reicht
deshalb zu iiberpriifen, dass die Teilmenge {h : G / I n : Ny, h = g"} von G die
kleinste Untergruppe von G ist, die die Teilmenge {g} enthélt (Ubung).

2.47. Endliche zyklische Gruppen

Eine Gruppe G := (A, x, e) wird endlich genannt, falls die Menge A endlich ist.

Satz. Die Gruppe (g) ist genau dann eine endliche Gruppe, wenn der kanonische
Gruppenhomomorphismus ¢, : (Z,+) — G nicht-injektiv ist.

Beweis. Beachten wir, dass (g) genau dann endlich ist, wenn ¢ endliche Ordnung hat.
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o ,=“ Nehmen wir an, dass (g) endlich ist, und zeigen wir, dass ¢ o, nicht-injektiv ist. Dies

folgt von der Tatsache, dass eine Abbildung f von Z nach {1, ..., n} nicht-injektiv ist
(Grund dafiir ist, dass es zwei gleiche Elemente) in der Teilmenge {f(0), ..., f(n)}
gibt.

 ,<" Nehmen wir an, dass ¢/ nicht-injektiv ist. Da ¢, ein Gruppenhomorphismus ist,
impliziert dies, dass ker ¢, # {eq} ist. Das heifit, es existiert n : N, sodass g" = e.
Was bedeutet, dass g endliche Ordnung hat, mit Ord(g) = Kard({g)).

2.48. Eine Anmerkung zur Unterscheidung von Teilmengen

o Fiir A;, A, : Teil(A) ist es wichtig, 4; € Ay, als 3 a : Aja € Ay, Na ¢ A zu
interpretieren.
o Angesichts der vorherigen Definition fiir A; ¢ A,, kénnen wir setzen:

A #F Ay i=A LAV A, T AL
e Mit dieser Definition, wenn ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt
¢ nicht-injektiv < ker ¢ # {ex}.

e Im vorherigen Satz iiber zyklische Gruppen, sind die fiir die Praxis relevanten Impli-
kationen die folgenden:

¢, nicht-injektiv = g hat endliche Ordnung = —(y injektiv).

2.49. Untergruppen einer zyklischen Gruppe

Beispiel. Die Gruppe (Z,+) ist zyklisch, denn Z = (1) als Teilmenge von Z. Wie zuvor
gesehen, sind alle Untergruppen von Z von der Form U = nZ. Da nZ = (n) als Teilmenge
von Z, sind alle Untegruppen von (Z,+) zyklisch.

Satz. Sei G eine zyklische Gruppe und sei U eine nicht-triviale Untergruppe von
G. Dann ist U zyklisch.

Beweis. Sei g : G, sodass G = (g). Sei U < G eine nicht-triviale Untergruppe. Dann existiert
es per Definition a : G, sodass a € U ist und a # e, ist.

e Da dieses a ein Element von G ist, gibt es n : N, sodass a = ¢g" ist. Das heif}t,
{n:N.y / ¢g" € U} # 0 ist. Sei dann ng := min{n : N_, / ¢" € U} und h := g"o.
o Wir werden nun beweisen, dass U = (h) ist.
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2.50. Ende des Beweises

o Da U eine Untergruppe ist, folgt aus h € U, dass (h) C U ist.

o Umgekehrt, sei a € U und schreiben wir a = ¢* fiir ein bestimmtes & : N>o. Es gentigt
zu zeigen, dass a € (g"0).

— Durch Division mit Rest ist g* = ¢?%0"" mit 0 < r < n. Insbesondere ergibt sich
g" = gF=1m0 = gF x (¢g90)~! € U, als Produkt von Elementen von U.

— Wenn 7 # 0 ist, widerspricht dies der Minimalitédt von n,, als Element von {n :
Nog / g" € U}. Somit r =0 und a = g~ = (g"0)? € (g).
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3. Nebenklassen und der Satz von Lagrange

Abbildung 3.1.: Ein Portrit von Joseph-Louis Lagrange.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) war ein franzosischer Mathematiker und Astronom ita-
lienischer Herkunft. Er begriindete die analytische Mechanik in Physik und leistete auch
Beitrige zur Gruppentheorie und zur Theorie der quadratischen Formen in der Zahlentheo-
rie.
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3.1. Links und Rechtsnebenklassen

o Seien G eine Gruppe und U < G (das heiit, U eine Untergruppe von G).

o Fiir alles Element a : G (das heifit, ein Element a in der zugrundeliegende Menge von
G), wird die Teilmenge (die auch durch [a];, ;; bezeichnet werden kann)

alU:={g:G |3 u:U, g=au}
die Linksnebenklasse von U nach a genannt (au ist die tibliche Abkiirzung fiir a*u).
e In analoger Weise, ist die Rechtsnebenklasse von U nach a die Teilmenge
Ua oder [a|py:={9:G | I u:U, g=ua}.
e Die Linkstranslation L, : G — G, die ein Element g : G nach das Element ag abbil-
det, eine Bijektion von U nach aU induziert. Insbesondere sind U und aU gleichmaéch-

tig. In analoger Weise induziert die Rechtstranslation R,(g) := ga eine Bijektion
von U nach Ua.

3.2. Beispiele fiir Nebenklassen

=
ISH
<
()
<
w

) r s t o T
idlid r ” P s t o T
rlr 2 id o T t s
2 3 id r t s T 0o
Sl id r P 1 o s t
sls 7 t o id r? P r
tlt o s 7 rr? id r
olo s 7 t r 3 id r?
Tl t o s i r 2 id

Sei G die Symmetriegruppe eines Quadrats. Sei U := {id,r,7?,73} die (oben in blau darge-
stellt) Untergruppe von G, die aus direkten solchen Symmetrien besteht. Die Linksneben-
klasse sU = {s, 7,t,o} ist in Pink dargestellt. In Griin ist die Rechtsnebenklasse U't.

3.3. Reprasentanten einer Linksnebenklasse

o Seien G eine Gruppe und U eine Unterguppe von G. Eine Teilmenge 7" : Teil(G) wird
eine Linksnebenklasse von U genannt, falls es ein Element a : G gibt, sodass T = aU.

e Solches Element a wird als Reprasentant der Nebenklasse T' bezeichnet. Gibt es
weitere Reprasentaten? Falls ja, wie konnen wir diese charakterisieren?
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Satz. Sei a,b : G. Dann sind dquivalent:

aU = bU.

.dg:G, geaUNbU.
. beal.

.a'beU.

e Daa € aU ist (denn a = ae mit e € U), sind Linksnebenklassen nicht leer.

3.4. Gleichheit zwischen Linksnebenklassen

Beweisen wir 1 = il = iili = iv = 1.

e ,i=1i “: Nehmen wir an, dass aU = bU. Dann aU NbU = aU. Da aU # () ist, folgt
ii.

o , ii = iii “: Durch Annahme erhalten wir g : G und u,v € U, so dass (g = au)A(g = bv).
Da U eine Untergruppe ist, gilt b = gv~! = quv™! mit wv™! € U. Das heifit, b € aU.

o , iii = iv “: Wenn b € aU, gibt es u € U, sodass b = au. Somit a b =u € U.

e ,iv=1i“:Daatbhe U ist, gibt es u € U, sodass b = au (nimlich, u := a~1b). Zeigen
wir dann, das aU C bU und bU C aU.

1

— Falls g = av mit v € U gilt, dann gilt g = av = a(uu!)v = (aw)u v = bu=tv

mit v tv € U. Somit g € bU.
— Gleichfalls, falls ¢ = bv mit v € U gilt, dann gilt ¢ = bv = (au)v = a(uv) mit
wv € U. Somit g € aU.

3.5. Ubung 1 - Unterscheidung zwischen Linksnebenklassen

e Da aU und bU Teilmengen von G sind, ist aU = bU &quivalent zu aU C bU AU C aU.

o Per Definition, ist aU # bU &quivalent zu aU ¢ bU VU ¢ aU. Die Relation aU ¢ bU
bedeutet:

dg:G,g€aU Ng ¢ bU

e Geben Sie fiir jede der folgenden Implikationen einen direkten Beweis:

1. aUNBU # 0 = aU = bU. Das heifit, wenn aU NbU nicht leer ist, gibt es aU = bU.
2. aU # bU = aUNbU = (. Das heifit, wenn aU und bU unterschiedliche Teimengen
von G sind, dann ist das Durchschnitt aU NbU die leere Teilmenge von G.

o Beachten Sie, dass die Implikation aU = bU = aU NbU # () bereits bewiesen wurde.
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3.6. Ubung 2

e Nehmen Sie die drei vorherigen Folien an und formulieren Sie analogen Séatze fiir
Rechtsnebenklassen. Beweisen Sie danach diese Séatze.

o Sei U eine Untergruppe von G und ~; die Relation, die durch die Bedingung (a ~
b) := (a'b € U) definiert wird. Zeigen Sie Folgende:

1. Die Relation ~y; ist eine Aquivalenzrelation auf G (das heifit, auf der zugrunde-
liegende Menge von G).

2. Die Aquivalenzklassen der Relation ~ ; sind die Linksnebenklassen von U.

3. Fir Rechtsnebenklassen kann man in analoger Weise die Relation a ~p ; b :=
ba~! € U betrachten.

3.7. Links Rechts

Abbildung 3.2.: Symmetrieachsen eines gleichseitigen Dreiecks.

e Esist im Allgemeinen aU # Ua. Zum Beispiel, in der Symmetriegruppe eines gleichsei-
tigen Dreiecks, betrachten wir die Untergruppe U = (1) = {id, 7} und die Permutation
o. Dann ist die Linksnebenklasse Uo = {0, 70} unterschiedlich von der Rechtsneben-
klasse oU = {o,07}.

o Sichtbarer Grund dafiir ist die Nichtkommutativitat der Umgebungsgruppe (o7 # 70).

3.8. Nebenklassen in kommutativen Gruppen

e Falls G eine kommutative Gruppe ist, dann fiir jede Untergruppe U und jedes Element
a: G, gilt aU = Ua.

e Dies ergibt sich direkt aus der Definition von Links und Rechtsnebenklassen: Wenn
g = au, gilt auch g = ua.
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Anmerkung. Manchmal ist es hilfreich, informelle Berechnungen wie folgt
durchzufiihren:

(bealU)= (b=aumit u e U) = (bU = (au)U = a(uU) = aU).

3.9. Mengen Links und Rechstnebenklassen

o Wir werden eine Menge G /U konstruieren, deren Elemente die Linksnebenklassen von
U sind. In dnhlicher Weise, werden wir auch eine Menge U\G konstruieren, deren
Elemente die Rechtsnebenklassen von U sind.

e Der Kernpunkt der Konstruktion ist das Pradikat Neb, ;; : Teil(G) — {0, 1}, das eine
Teilmenge A : Teil(G) genau dann nach 1 abbildet, wenn A eine Linksnebenklasse von
U ist (das heifit, wenn es ein Element a : G gibt, sodass A = aU ist).

e Dann wird die Menge von Linksnebenklassen von U so konstruiert:

G/U = U {A} .
{ATeil(G) / Neby ;(A) = 1}

In dieser Schreibung, ist die Kardinalitét von {A} einfach 1 (da {A} eine Menge mit
einem einzigen Element ist, ndmlich das Element A).

3.10. Beispiel fiir eine Menge Linksnebenklassen

id r 2 P s t o T
idlid r 2 1P s t o T
rlr 2 o did o T t s
2 id r t s T 0o
sl id r P 1 o s t
s|ls 7 t o id r2 B r
tlt o s T 2 did r 13
cleo s 1 t r ¥ id r?
Tl t o s i r r id

In der Symmetriegruppe eines Quadrats, hat die Untergruppe direkten Symmetrien zwei
Linksnebenklassen: U = {id,r, 72,73} und sU = {s,7,t,0}. Beachten Sie, dass U = rU =
r2U = r3U gilt (da r € U ist), und dass sU = 7U = tU = oU auch gilt.
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3.11. Die induzierte Partition

o Die Menge G/U von Linksnebenklassen von U in G ist mit einer Abbildung nach
Teil(G) ausgestattet:

pr, : G/U — Teil(G), {A} = A .

e In dieser Situation ist G die disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen von U.

G= |_| pI"l(t)

t: G/U
e Dies bedeutet:

1.Vg:G, 3t:G/U,g € pr,(t). Explizit existiert es eine Teilmenge A von G,
die eine Linknebenklasse von U ist, sodass g € A (noch expliziter nehmen wir
A :=gU an).

2. Vt, t' = G, pry(t) Npr,(t") # 0 < pr,(t) = pr,(t'). Explizit ist aU # bU &
aU NbU = 0, wie aus dem Satz iiber Reprisentanten einer Linksnebenklasse
folgt.

3.12. Eine Bemerkung zur Definition eine Linksnebenklasse

e Wir kénnen das vorheriges Beispiel bendtigen, um etwas iiber den formalen Stand-
punkt zu erkldren. Zunéchst mochte ich aber sagen, dass der Ausdruck 7T : Teil(G)
eine Notation ist, fiir was Sie als T € P(G) (die Potenzmenge von G) oder T' C G
kennen.

e Wir haben zuvor ein Prédikat Neb ;; : Teil(G) — {0, 1} definiert, sodass Neb, ,(T') =
1, genau dann wenn 3 a : G, T = aU (das heifit, Neb, ;(T) ist genau dann gleich
1, wenn ein a : G existiert, sodass T = aU ist). Dies gibt der Aussage , T ist eine
Linksnebenklasse von U“ eine Bedeutung.

o Dann haben wir die Menge von Linksnebenklassen von U als Teilmenge von Teil(G)
konstruiert:

{T : Teil(G) / T ist eine Linksnebenklasse von U}

Diese Menge kann auch als NebZ}U({ 1}) charakterisiert werden.
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3.13. Pradikaten und Teilmenge

o Formalerweise, sollten wir die Elemente einer Teilmenge als Paaren bezeichnen.

e Zum Beispiel, sollten die Elemente der Menge Linksnebenklassen nach U als Paaren
(T, py) reprasentiert werden, wobei:

— T eine Teilmenge von G ist (das heifit, eine Teilmenge von der zugrundeliegende
Menge der Gruppe G...).
— pp ein Beweis ist, dass T eine Linksnebenklasse von U ist (im vorherigen Sinn).

o Zweck davon ist, Folgendes zu garantieren: Wenn wir ein Objekt haben, das wir eine
Linksnebenklasse nennen, sollten wir in der Lage sein, nicht nur eine Teilmenge daraus
zu erbringen, sondern auch einen Beweis, dass diese Teilmenge eine Linknebenklasse
ist . Wir mochten diese Eigenschaft irgendwo speichern.

3.14. Natiirliche Sprache und Formalisierung der Mathematik

e In der natiirlichen Sprache betrachten wir die folgende Ausdriicke {iblicherweise als
das gleiche:

— T ist eine Linksnebenklasse von U*
— 1" ist ein Element der Menge der Linksnebenklassen von U

e Formal ist das jedoch nicht der Fall:

— Der erste ist ein Satz, ndmlich der Satz P, ;(T') = 1. Damit diese Notation kor-
rekt ist, muss 7" eine Teilmenge von G sein (da Py, ;; ein Prédikat iiber Teilmengen
von G ist).

— Der zweite ist ein Urteil, der auflerdem nur dann wohltypisiert ist, wenn T ein
Paar (T'.carrier,py) ist, wobei T.carrier eine Teilemenge von G ist und p; ein
Beweis ist, dass T'.carrier eine Linksnebenklasse von U ist.

3.15. Ubung 3

e Sei G eine Gruppe und seien U,V Untergruppen von G, mit V < U.

e Zeigen Sie, dass

G:=V]=[G:=:UJU:=V].
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3.16. Der Satz von Lagrange

e Sei G eine endliche Gruppe. Die Kardinalitidt von G wird auch die Ordnung von G
gennant. Die Ordnung von G wird mit |G| bezeichnet. Dies erstreckt sich auf Unter-
gruppen von G.

o Da G endlich ist, so ist die Menge Teil(G). Daher ist fiir jede Untergruppe U von G die
Menge G /U auch endlich. Die Kardinalitét von G/U wird den Index von U genannt,
und mit [G :: U] bezeichnet (iiblicherweise verwendet man die Notation [G : U]).

Satz von Lagrange. Gegeben eine Endliche Gruppe G, gibt es, fiir jede
Untergruppe U von G, die Gleichheit

G| =[G = UJU| .

Insbesondere ist die Ordnung von U ein Teiler von der Ordnung von G.

3.17. Beweis des Satzes von Lagrange

e Da G die disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen von U ist, gilt

Gl= > 14].

A GIU

o Hat aber jede Linksnebenklasse A von U die gleiche Kardinalitét als U (weil es eine
Bijektion von A = aUnach U existiert). Daher ergibt sich, per definition von [G :: U]
als die Kardinalitdt von G/U, die Gleichheit

G| =[G = U||U| .

3.18. Bemerkungen zum Satz von Lagrange

o Sei G eine endliche Gruppe und U := (g) die von einem Element g : G erzeugte
Untergruppe. Da U = {h: G | 3 n: N,h = g"} endlich ist, muss g endliche Ordnung
haben. Dann hat der Satz von Lagrange die folgende Konsequenz.

Satz. Sei G eine endliche Gruppe und sei g : G. Dann hat g endliche Ord-
nung und ist Ord(g) ein Teiler von |G|. Insbesondere, falls d nicht ein Teiler
der Ordnung von G ist, gibt es kein Element mit Ordnung n in G.

o In analoger Weise ist jede Gruppe G die disjunkte Vereinigung der Rechtsnebenklassen
einer Untergruppe U, und gilt auch |G| = |[U\G||U|. Insbesondere ist die Kardinalitit
von U\G die gleiche von der von G/U.

Also ist der Index von U in G auch die Anzahl von Rechtsnebenklassen.
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3.19. Der Satz von Euler-Fermat

Sei G eine endliche Gruppe und g : G ein Element von G. Dann gilt ¢/ = e.
Beweis. Da G endlich ist, hat g endliche Ordnung. Nach dem Satz von Lagrange, ist Ord(g)
ein Teiler von |G|. Das heif}t, es gibt n : N, sodass |G| = nOrd(g). Dann gilt

g|G| — gnOrd(g) — <gOrd(g))n — et —e .

Beispiel. Die Symmetriegruppe eines Quadrats hat 8 Elemente. Dann fiir jede Transforma-
tion T dieses Quadrats, gibt es T® = id. Explizit gibt es Transformationen mit Ordnung 2
und 4 (die Teiler von 8) aber nicht 3 oder 6.

3.20. Die Links oder Rechtsnebenklasse eines Elements

e Seien G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Fiir alles Element ¢ : G kénnen
wir die Linksnebenklasse gU betrachten. Dies definiert eine Abbildung

G —GJU, g gU .

e Diese Abbildung besitzt die folgende Eigenschaften:

1. 7y ist surjektiv (per Definition, fiir jede Linksnebenklasse A, gibt es ¢ : G sodass
A=gqU).

2. my(91) = Ty (g9) < g1 g, € U (das heiBt, g, ~ 17 go).

3. Fiir jede Linksnebenklasse {A} : G/U, ist die Faser 7' ({A}) = A.

o In &nhlicher Weise kénnen wir die Abibildung G — U\G, ¢ + Ug betrachten (die
analoge Eigenschaften besitzt).

3.21. Faktorgruppe?

o Ist es moglich, die Abbildung m;; : G — G/U in einen Gruppenhomomorphismus zu
verwandeln? Genauer gesagt, gibt es eine Gruppenstruktur auf der Menge G/U, so
dass m;; ein Gruppenhomomorphismus ist?

e Wenn ja, wiirde die folgende Gleichheit gelten:

!
(91 *¢ 92)U = (9:U) *G/u (92U) -

e In diesem Fall, wiirden wir gerne wie folgt berechnen:

(9192)U = (9.0)(950) = (919295 ' U)(9:U) = (9192) (95 Ug)U .

95



e Nach naiver Betrachtung scheint es, dass wir dafiir nur Folgendes benétigen:

Vgy:G, g3'Ugy=U .

3.22. Normalteiler

e Seien G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G.

o U heiit ein Normalteiler (oder normale Untergruppe) von G, wenn die folgende
Figenschaft gilt:

Vgu:G uelU=gugtel.

e In diesem Fall, schreibt man U <] G.

Bemerkung. Falls G eine kommutative Gruppe ist, dann ist jede Unter-
gruppe ein Normalteiler (denn gug™! = gg~'u = u).

3.23. Ubung 4

e Sei gUg™ ! die Teilmenge {h : G /3 g: G, u:U, h = gug '} Zeigen Sie, dass die
folgende Eigenschaten dquivalent zu einander sind:

1. U ist ein Normalteiler von G.
2.Vg:G, gUg ' CU.
3.Vg:G, gUgt =U.

4. Vg:G, gU:Ug.

e Insbesondere, wenn U ein Normalteiler von G, stimmt die Linksnebenklasse von U
nach g mit der Rechtsnebenklasse von U nach g iiberein.

3.24. Beispiele fiir Normalteiler

e Da (Z,+) eine kommutative Gruppe ist, ist jede Untergruppe nZ ein Normalteiler.

e Wenn ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus ist, dann ist Ker ¢ ein Normalteiler
von G. Grund dafiir ist, dass ¥ g,u : G,u € Ker ¢ = gug™! € Ker ¢, weil fiir alle g, u

1 _

p(gug™) = o(g)p(u)p(g™) = e(g)egp(g) ™ = ey .
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o In der Symmetriegruppe eines Quadrats (oder eines Dreiecks, etc), ist die Untergrup-
pe der direkten Symmetrien ein Normalteiler. Grund dafiir ist, wenn w eine direkte
Transformation ist, so ist gug~* (falls g nicht direkt ist, dann ist g~! auch nicht direkt,
aber die Verkniipfung zwei nicht direkte Transformationen ist wieder direkt!).

e Dieses letztes Beispiel kann auch wie folgt behandelt werden.

3.25. Untergruppen mit Index zwei

Satz. Seien G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G mit Index 2. Dann
ist U ein Normalteiler von G.

Beweis.

e Erinnern wir uns daran, dass der Index von U in G sowhohl die Anzahl der Linksne-
benklassen als auch die Anzahl der Rechtsnebenklassen von U in G ist.

e Seig:G. Falls g € U, dann ist gU = U = Ug. Falls g ¢ U, dann ist die Partition von
G wegen Linksnebenklasse von U die folgende: G = U U gU. In analoger Weise, ist die
Partition wegen Rechtsnebenklasse G = U U Ug. Da U = U ist, muss gU = Ug sein.

e Also gilt in jedem Fall gU = Ug. Beachten Sie jedoch, dass dieser Beweis nur dann
korrekt ist, wenn man die folgende Eigenschaft ohne Beweis akzeptiert: g € UV g ¢ U.

3.26. Eine Verkniipfung fiir die Faktorgruppe

e« Wenn U ein Normalteiler von G ist, méchten wir eine Verkniipfung auf der Menge der
Linksnebenklassen von U definieren.

? : G/U x GJU = GJU

o Da jede Linksnebenklasse ¢ : G/U von der Form gU fiir ein bestimmtes Element g : G
ist, ist die Idee gerade

(910)(92U) = (9192)U

zu setzen.

e Die Schwierigkeit bei dieser Definition besteht darin, dass wir sicherstellen miissen,
dass das Ergebnis nicht von der Wahl der Représentanten g; und g, abhéngt:

Problem. Wenn ¢,U = g;U und g,U = g5U, gibt es (g,95)U = (g795U) ?
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3.27. Die vorherige Verkniipfung ist wohldefiniert

o Zunéchst untersuchen wir den Fall wenn g) = gyu fir ein bestimmtes v € U. Dann
gilt

(9195)U = (9192w)U = (g192)(uU) = (9192)U .

o Danach untersuchen wir den Fall wenn g; = g;u fiir ein bestimmtes u € U. Dann gilt
(9192)U = (91ug2)U = (919292 )ug2)U = (9195) (93 ' uga) (V) = (9192)U -
eU

e Dieser Beweis gilt in der Mathematik allgemein als iiberzeugend. Sollte aber man
zeigen:

Vit ty: G/U, Nt G/U, Y g1,95: G, (g1 € pry(t1))A(g2 € pry(ty)) = (9192) € pry(t)

wobei pr; : G/U — Teil(G) die kanonische Abbildung ist, die frither gebaut wurde.
Dann als Anwendung dieses Satzes und einer swachen Form des Auswahlaxioms kénnte
man ¢y gy ty := ¢ setzen, wobei ¢ das Element ist, das im Beweis konstruiert wurde.

3.28. Eigenschaften dieser Verkniipfung

+ Nun wollen wir beweisen, dass das Paar (G/U,*q/) eine Gruppe ist. Das heifit, wir
miissen Folgendes iiberpriifen:

1. Die Assoziativitat der Verkniipfung *¢ ;-
2. Die Existenz eines neutralen Elements fiir x¢ .
3. Die Existenz, fiir alles g : G, eines inversen Element zu g.

o Fir die Assoziativitat konnen wir einfach schreiben:

vV 91,92, 93 : G, ((glU)(g2U))(g3U) = ((9192)[])(93(])

I
NN NN

=)

=
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3.29. Neutrale und inverse Elemente
o Sei e : G das neutrales Element fiir x,. Wir behaupten, dass das Element eU : G/U
ein neutrales Element fiir x¢ ¢/ ist.

=V g:G, (eU)*gy (gU) = (e xg g)U = gU.
—Vg:G, (gU)xgu (eU) = (g*g e)U = gU.

« Als Konsequenz, fiir jedes Element g : G, ist g U ein inverse Element fiir gU (beziig-
lich *G/U)

— (g7'U) *gy (gU) = (97" g 9)U = eU.
- (gU) *G/U (gflU) = (g *¢ gfl)U =eU.

e Dies beendet den Beweis, dass, wenn U ein Normalteiler von der Gruppe G ist,
(G/U,xgy) eine Gruppe ist.

3.30. Die kanonische Projektion ist ein Gruppenhomomorphismus

e Wenn U ein Normalteiler von der Gruppe G ist, wird die Gruppe (G/U, ¢ ,y) eine
Faktorgruppe (oder Quotientgruppe) genannt.

e Die kanonische Projektion zu dieser Faktorguppe, die wir zuvor eingefiihrt haben,
ist die Abbildung

G —=GJU, g gU

die ein Element g : G nach die Linksnebenklasse von U nach g abbildet.

e Es ist nun unmittelbar, dass diese Abbildung einen Gruppenhomomorphismus indu-
ziert, weil Folgendes gilt:

Y 91,92 1 Gomy(g1 *¢ 92) = (9192)U = (61U)(92U) = 7y (91) *G/U T (92) -

Da 7;(g) = eU < gU = eU < g € U ist, gilt aulerdem Ker m; = U.
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3.31. Division mit Rest und Faktorgruppen

o Betrachten wir n : Z mit n > 0 und die Faktorgruppe Z/nZ der Gruppe (Z,+). Fir
alles Element a : Z, ist die Nebenklasse von nZ nach a die Teilmenge

a+nZ:={b:Z|b—aecnl}.

e FEine solche Nebenklasse hat ein eindeutiger Reprasentant r : Z, sodass 0 < r < n.
Némlich, r ist das Rest der Divsion mit Rest von a durch n. Daher kénnen wir Z/nZ
mit {0, 1, ..., n— 1} als Menge identifizieren. Durch dieser Identifikation, sehen wir
die kanonische Projektion an, als die Abbildung mod n : Z — Z/nZ, die eine ganze
Zahl a nach das Rest a mod n der Division mit Rest von a durch n abbildet.

o Die Tatsache, dass diese kanonische Projektion ein Gruppenhomomorphismus ist, wird
auf eine bereits bekannte Eigenschaft reduziert:

(a+a’) mod n = (a mod n)+ (¢’ mod n) .

3.32. Ubung 5

1. Seien G eine endliche Gruppe und N eine normale Untergruppe von G. Zeigen Sie,
dass die Kardinalitdt von G/U gleich dem Index von N ist: |G/N| =[G :: N].

2. Sei G die Symmetriegruppe eines Quadrats (oder eines Dreiecks etc). Zeigen Sie, dass
die Untergruppe direkten Symmetrien Index 2 hat.

3. Seien G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass U genau dann
ein Normalteiler ist, wenn es eine Gruppe H und ein Gruppenhomomorphismus ¢ :
G — H existiert, sodass U = Ker ¢.

4. Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie, dass die triviale Untergruppe {e.} ein Normalteiler
von G ist, und dass die kanonische Prokjektion 7,  : G — G/{e} ein Gruppeniso-
morphismus ist.

3.33. Die universelle Eigenschaft der Faktorgruppen

GT>H

A
™ e
el

G/N

Abbildung 3.3.: Der Gruppenhomomorphismus ¢ faktorisiert durch N.
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e Sei v : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Sei N ein Normateiler von G, sodass
N < Ker ¢ (das heifit, V n: G,n € N = p(n) = ep). Zum Beispiel, kann N die volle
Untergruppe Ker ¢ sein.

o Wie immer, wird die kanonische Projektion G — G/N als m, bezeichnet.

Satz. Existiert ein eindeutige Gruppenhomomorphismus ¢ : G/N — H,
sodass ¢ = Qo Ty

3.34. Beweis der universelle Eigenschaft

o Nehmen wir an, dass ein Gruppenhomomorphismus @ : G/N — H existiert, mit der
Eigenschaft ¢ = @ o 5. Dann, fiir jedes Element g : G, gilt
P(gN) =p(rn(9)) = ¢(g) -

Da 7 surjektiv, ist ein solcher Homomorphismus i insbesondere eindeutig.

o Wir miissen nun beweisen, dass p(gN) := ¢(g) wohldefiniert und ein Gruppenhomo-
morphismus ist. Genauer gesagt, miissen wir zunéchst Folgendes beweisen:

Vt:G/N,3'h:H,Y g:G, gecpr(t)=o(g) =h,

wobei pr, die kanonische Abbildung pr, : G/N — Teil(G) ist.

3.35. Die Abbildung ist wohldefiniert

o Seit:G/N. Da die kanonische Projektion 7y : G — G/N surjektiv ist, gibt es g, : G,
sodass t = my(gy). Setzen wir dann b, := ¢(g,), fiir dieses g,.

e Dann miissen wir noch die folgende Eigenschaft beweisen:

Vg:G, g€ (g9lN) = ¢(9) =plg) -

Dies folgt von der Tatsache, dass gglg € N und N < Ker ¢, also

©(9) = (9090 9) = ©(90)2(90'9) = ¢(g0)en = ©(go) -

o Insbesondere hangt das Element hq nicht von der Wahl des Elements ¢, ab, und ist
durch die Eigenschaft V g : G, g € pr,(t) = ¢(g) = hy eindeutig definiert: Wenn h,;
auch diese Eigenchaft hat, dann gilt h; = ¢(g) = hy.

o In der Praxis geniigt es, die Eigenschaft V g : G, g € (goN) = ©(g9) = ¢(g,) gilt zu
zeigen.
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3.36. Die Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus
e Der letzte Schritt im Beweis besteht darin, Folgendes zu beweisen:

Vit ity GIN, 9t xgu ta) = 0(t) *p (ts) -

e Da my surjektiv ist, konnen wir annehmen, dass t; = ¢g; N und ¢, = g, N sind, fiir
bestimmte ¢;, g5 : G. Dann gilt, durch direkte Berechnung:

Pltity) = @((91N)<92N>> = @((9192)]\[) =

€l 6l € €

3.37. Bild und Kern des induzierten Homomorphismus

Pt
TN e
=17

G/N

Abbildung 3.4.: Der Gruppenhomomorphismus ¢ faktorisiert durch N.

o In dieser Situation (die auftritt, wenn N < Ker ¢ ist), gilt Folgendes:

1. Im » = Im ¢ als Untergruppe von H.
2. my(Ker ¢) < Ker » und die Abbildung 7y
Gruppenisomorphismus

Ker o+ Ker ¢ — Ker p induziert ein

(Ker ¢)/N =~ Ker g .

e Insbesondere, wenn N = Ker ¢ ist, dann ist @ injektiv! Oben ist es implizit, dass
N < (Ker ¢). Dies folgt unmittelbar von der Tatsache, dass N <] G ist (Ubung).

3.38. Bestimmung des Bildes und des Kerns

o Das Im p = Im ¢, folgt von der Definition des Homomorphismus @(gN) := ¢(g).
o Von der Eigenschaft ¢ = @ o 7y, folgt auflerdem, dass my (Ker ¢) < Ker @ ist.
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o Betrachten wir nun den Gruppenhomomorphismus 7y |k, , : Ker ¢ — Ker %, und
wenden den Satz darauf an. Da N = Ker (7y|ke ), gibt es einen induzierten Grup-

penhomomorphismus 7 x|k, , : (Ker ¢)/N — Ker .

e Beweisen wir nun, dass dieser Gruppenhomomorphismus ein Gruppenisomorphismus
ist:

1. Sei g : G, sodass @(gN) = ey ist. Dann ist ¢(g) = ey. Das heifit, g € Ker .

Dies impliziert, dass 7y ke, , surjektiv ist.
2. Sei g : G, sodass Ty|ker »(9N) = €ker 5+ Das heifit, gN = eN. Dies zeigt, dass

TN |Ker  injektiv ist.

3.39. Homomorphiesatz

e Der vorherige Beweis war ziemlich kompliziert. Es braucht Zeit, um ihn voll zu ver-
standen

e Wichtig in der Praxis ist der folgende Sonderfall:

Satz. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomorphismus. Dann induziert der Grup-
penhomomorphismus @ : G/Ker ¢ — H einen Gruppenisomomorphismus

G/Ker p ~TIm ¢ .

Insbesondere, wenn ¢ surjektiv ist, dann ist p ein Gruppenisomorphismus

G/Ker ¢ ~ H .

3.40. Ubung 6

Abbildung 3.5.: Die kanonische Faktorisierung eines Gruppenhomomorphismus.

« Es ist eine gute Ubung, einen direkten Beweis des vorherigen Satzes zu geben.
e Im obigen Diagramm wurde der Gruppenhomomorphismus p, der in der universelle
Eigenschaft der Faktorgruppen erscheint, durch i o @ ersetzt.
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3.41. Ubung 7

e Sei p: G — H ein Gruppenhomomorphismus.

e Zeigen Sie die folgende Eigenschaften:

1. Wenn N < H, dann ist ¢ }(N) < G.
2. Wenn N < G, dann ist ¢(N) <Im .
3. Wenn N < G, und ¢ surjektiv ist, dann ist ¢(N) < H.

3.42. Durchschnitt normaler Untergruppen

o Seien G eine Gruppe und (N;);; eine Familie normaler Untergruppen von G. Das
heifit, fiir jedes ¢ : I, die Untergruppe N, von G ist eine normale Untergruppe.

Satz. Die (bereits definierte) Untergruppe A, N, ist eine normale Unter-
gruppe.

Beweis. Bezeichnen wir mit A; die zugrundeliegende Menge der Untergruppe U,. Per
Konstruktion ist die zugrundeliegende Menge der Untergruppe A;;N, das Dursch-
schnitt A :=nN,,;A,. Es reicht deshalb zu beweisen, dass fiir alle a, g : G,

a€A=gagt€A.
Aber fiir alles h : G, ist h € A dquivalent zu V,i: I, h € A,, und, da N, eine normale

Untergruppe ist, gibt es ¥V i : I, gag™' € A,. Damit ist der Beweis fertig .

3.43. Erzeugte normale Untergruppe: erste Konstruktion

o Seien G eine Gruppe und FE : Teil(A) eine Teilmenge von A.

o Betrachten wir die folgende Menge, die als Teilmenge von der Menge der Untergruppen
von G definiert wird:

I:={N : Untergruppe(G) / NG N ECU}

o Dann kénnen wir eine Familie (IV;),.; wie zuvor definieren.

e Nach dem vorherigen Satz, ist die Untergruppe

<E>N = /\'L':INi

eine normale Untergruppe. Diese Untergruppe wird die von der Teilmenge E er-
zeugte normale Untergruppe (oder erzeugte Normalteiler) gennant.
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3.44. Ubung 8

o Sei G eine Gruppe und sei E eine Teilmenge von G (das heifit, eine Teilmenge von der
zugrundeliegendemenge von G).

e Zeigen Sie die folgende Eigenchaften:

1. (E) < (E),- Das heifit, die von E erzeugte Untergruppe ist eine Untergruppe
der von FE erzeugten normalen Untergruppe.

2. (E)  ist die kleinste normale Untergruppe, die die Teilmenge E enthélt.

3.45. Induktive Definition

o Es gibt eine andere, explizitere Konstruktion der normalen Untergruppe (E) ;. Nim-
lich, eine induktive Definition.

o Die Definition ist Folgende. Fiir alle a : G, um a € (F)
der folgender Bedingungen zu iiberpriifen:

N Zu beweisen, geniigt es eine

—a=e
—ac k.
— a = a0y, mit a; € (F), und ay € (E) .

—a=b"", mitbe (E),.
—a=gbg', mit b € (E)y und g: G.

3.46. Erzeugte normale Untergruppe: zweite Konstruktion

« Uberpriifen wir, dass die Teilmenge (FE) ~ : Teil(G) eine normale Untergruppe von G
ist.
e Es reicht dazu, die folgende Eigenschaften zu beweisen:

— e € (),

— Vay,ay:Gay € (E)y Nay € (E)
Vbo:G,be(E)y =b'e(E),.
~Vb:G,be(E)y,=>Vyg:G, gbg'e(E)

= (a,a,) € (E)

N N-*

N
o Alle vier Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition der Teilmenge (E) .

o Auflerdem haben wir V a : G,a € E = a € (F),;, auch per Definition der Teilmenge

(E) -

3.47. Ubung 9

o Zeigen Sie, dass (F)  die kleinste normale Untergruppe von G ist, die die Teilmenge
E enthalt.
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« Hinweis.

— Um den Satz zu beweisen, reicht es Folgendes zu zeigen: Wenn N eine normale
Untergruppe von G ist, die £ enthilt, dann ist (F), C N. Das heifit, fiir jedes
9:G,

a€(E)y=acN.

— Da die Eigenschaft a € (E) ,; induktiv definiert wurde, kénnen wir die vorherige
Implikation durch Induktion auf a beweisen.

3.48. Ubung 10

e Sei G eine Gruppe und seien U,V Untergruppen von G. Wir haben bereits gesehen,
dass die Vereinigung U U V im Allgemeinen keine Untergruppe von G ist, und dass
die Teilmenge

PU,V):={g9g:G/3u:U, Jv:V, g=u*v}

ein Erzeugendsystem fiir die Untergruppe UV := (U UYV) ist. Das heifit, UV =
(P(U,V)).
e Zeigen Sie Folgendes:

1. Wenn U < G oder V < G, dann ist UV = P(U, V). Vergleichen Sie dies mit der
Summe zweier Vektorunterrdume in einem Vektorraum.

2. Wenn U <G und V <G, dann ist UV < G.
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4. Faktorgruppen und Isomorphiesatze

Abbildung 4.1.: Ein Portréat von Leopold Kronecker.
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Leopold Kronecker (1823-1891) war ein deutscher Mathematiker. Seine Forschungen lie-
ferten grundlegende Beitrdge zur Algebra und Zahlentheorie, aber auch zur Analysis und
Funktionentheorie.

4.1.

4.2.

Untergruppen von Faktorgruppen

Seien G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Die Elemente der Faktorgruppe
G/N sind die Linknebenklassen von N. Da die Untergruppe N normal ist, ist jede
Linksnebenklasse von N auch eine Rechtsnebenklasse: V g : G, gN = Ng.

Die kanonische Projektion von G nach G/N, die ein Element ¢ : N nach die Linkne-
benklasse g/N abbildet, wird als 7y : G — G/N bezeichnet. Diese Abbildung ist ein
Gruppenhomomorphismus, der die Eigenschaft Ker my = N erfiillt.

Satz. Falls V C (G/N) eine Untergruppe ist, dann ist 7!(V) eine Unter-
gruppe von G, die N enthilt. Die Abbildung V + 73!(V) induziert eine
Bijektion zwischen Untergruppen von G/N und Untergruppen von G, die
N enthalten.

Konstruktion einer inversen Abbildung

Zunéchst tiberprifen wir den ersten Teil des Satzes. Das Urbild einer Untergrup-
pe durch einen Gruppenhomomorphismus ist immer eine Untergruppe. Daher ist
7y (V) eine Untergruppe von G. Da {eq,n} C V enthalten ist, gibt es aufierdem
w&l({eG/N}) C m (V. Das heifit, N = Ker my C 73 (V).

Jetzt moéchten wir eine Abbildung konstruieren, die eine Untergruppe U von G, die N
enthélt, nach eine Untergruppe von G/N abbildet. Wir setzen einfach V := mx(U).
Es bleibt zu beweisen, dass 7y (73} (V)) =V und 73! (75 (U)) = U. Die erste Gleich-
heit folgt von der Tatsache, dass 7 surjektiv ist. Fiir die zweite, folgt die Inklusion
U C mpt (mn(U)) von der Definition des Urbilds. Fiir die umgekehrte Inklusion, miissen

wir beweisen, dass, fiir jedes g : G gilt g € U, wenn mx(g) € mn(U) (siehe unten).

4.3. Ende des Beweises

Der Satz my(g) € myU) bedeutet, dass ein Element u in U existiert, mit mx(g) =
T (u).

Per Definition von my, ist w5 (g) = 7y (u) dquivalent zu gN = uN als Teilmenge von
G. Inbesondere, g € ulN. Das heifit, es existiert h : GG, sodass h € N und g = uh.

Da N eine Untergruppe von U ist, impliziert die vorherige Gleichheit, dass g € U.
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4.4.

4.5.

Bemerkung. Nach dem Homomorphiesatz, konnen wir 7, (U) mit der Fak-
torgruppe U /N identifizieren. Durch dieser Identifikation sind die Untergup-
pen von G/N die Gruppen der Gestalt U/N, wobei U eine Untergruppe von
G ist, die N enthélt.

{U <X G sodass N C U} = {VX(G/N)}
— U

4
U /N

Erster Isomorphiesatz

Sei U eine Untergruppe von G. Auch wenn U nicht N enthélt, ist 7, (U) eine Un-
tergruppe von G/N. Deshalb existiert eine Untergruppe U’ von G, die N enthilt,
sodass my(U) = mn(U’). Wie konnen wir die Untergruppen mx(U) und U’ besser
beschreiben?

Satz. Der Gruppenhomomorphismus 7y |y @ U — G/N induziert einen
Gruppenisomorphismus

my(U)=U/(UNN).
AuBerdem gibt es eine Gleichheit 75! (5 (U)) = UN (die von UUN erzeugte

Untergruppe von ) und einen Gruppenisomorphismus

UN/N~U/(UNN) .

Fiir abelsche Gruppen, schreibt man oft (U + N)/N ~U/(U N N).

Beweis des ersten Isomorphiesatzes

Nach dem Homomorphiesatz, induziert 7y|;; einen Gruppenisomorphimus

U/(Ker (nly)) = (Im 7y ) = 75 (U)

Es bleibt daher zu beweisen, dass Ker (my|;;) = U N N. Dies folgt von der Tatsachen,
dass Ker (my|y) = U N (Ker 7y ), und Ker m = N.

Danach miissen wir noch beweisen, dass 75 (7 (U)) = UN. Da fiir alle V <5 (G/N),
gilt N = Ker my = Wﬁl({eG/N}) C 7N (V). Da per Definition des Urbilds
U C nyt(my(U)) auch gilt, gibt es tatsichlich (U U N) C 7 (mn(U)). Da
mxt(my(U)) eine Untergruppe von G ist, impliziert die vorherige Inklusion, dass
(UUN) C myt(mn(0)).

Fiir die umgekehrte Inklusion, betrachten wir ein ¢ : G, sodass g € 75! (7 (U)). Dann
existiert ein u € U, sodass gIN = uN. Insbesondere g € ulN C UN.
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4.6.

Zweiter Isomorphiesatz

Alle Untergruppen von G/N von der Form U/N sind. Aber fiur welche U sind diese Unter-
gruppen Normalteiler von G/N7?

4.7.

4.8.

Satz. Sei U eine Untergruppe von G, die Nenthélt. Dann ist U/N genau dann
ein Normalteiler von G/N, wenn U ein Normalteiler von G ist. Dann gibt es
auflerdem ein Gruppenisomorphismus

(G/N)/(U/N)=G/U ,

der von dem kanonischen Gruppenhomomorphismus

G — G/N — (G/N)/(U/N)

TU/N

induziert wird.

Beweis des zweiten Isomorphiesatzes

Wir haben schon gesehen, dass das Urbild eines Normalteilers durch einen Gruppen-
homomorphismus ein Normalteiler ist.

Wenn der Gruppenhomomorphismus auflerdem surjektiv ist, ist das Bild eines Nor-
malteilers auch ein Normalteiler.

Da der Gruppenhomomorphismus 7y : G — G/ N surjektiv ist, ist eine Untergruppe U
von G, die N enthélt, genau dann ein Normalteiler von G, wenn 75 (U) (das isomorph
zu U/N ist) ein Normalteiler von G/N ist.

In diesem Fall, ist der kanonische Gruppenhomomorphismus ¢ : G — (G/N)/(U/N)
surjektiv (als Komposition von surjektiven Homomorphismus) und wir missen nur
den Kern bestimmen. Da ¢ := 7,y o 7y ist, ist ¢(g) = e dquivalent zu my(g) €
Ker my /)y =U/N, was zu g € 7 Y(U/N) = U édquivalent ist. Also Ker ¢ = U.

Endliche zyklische Gruppen

Denken Sie daran, dass eine zyklische Gruppe, eine Gruppe G ist, die von einem
einzigen Element erzeugt wird: 3 ¢ : G, (g) = G als Untergruppen von G. Aquivalent
dazu, existiert g : G, sodass der kanonische Gruppenhomomorphismus ¢, : Z = G
surjektiv ist. Auflerdem wissen wir bereits, dass, in diesem Fall, die Gruppe G genau
dann endlich ist, wenn ¢, nicht-injecktiv ist.

Dann ergibt sich Folgendes unmittelbar vom Homomorphiesatz.
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Satz. Sei G eine endliche zyklische Gruppe und sei n := |G| die Ordnung

von G (insbesondere n > 0). Dann gibt es einen Gruppenisomorphismus
G~17Z/nZ.

Beweis. Per Annahme, und durch eine Anwendung des Homomorphiesatzes, existiert
g: G mit Z / Ker ¢, = G. Da Ker ¢, eine Untergruppe von Z ist, ist Ker p, = mZ
fiir ein bestimmtes m > 0. Da die Ordnung von Z/mZ = m ist, gibt es unbedingt
m=n.

4.9. Faktorgruppen einer zyklischen Gruppen

o Wir wissen bereits, dass die Untergruppen einer zyklische Gruppe zyklische Gruppen
sind. Der analoge Satz gilt fiir Faktorgruppen einer zyklischen Gruppe.

e Beachten Sie dass eine zyklische Gruppe ist unbedingt abelsche. Daher ist jede Unter-
gruppe einer zyklischen Gruppe ein Normalteiler.

Satz. Sei GG eine zyklische Gruppe und sei U eine Untergruppe von G. Dann
ist G/U zyklisch. Wenn U nicht-trivial ist, gilt auflerdem, dass G/U endlich
ist.

Beweis. Da G zyklische ist, gibt es ein surjektiv Gruppenhomomorphismus ¢ : Z — G.
Da der kanonische Gruppenhomomorphismus 7; : G — G/U auch surjektiv ist, ist
der Gruppenhomomorphismus 7, 0 ¢ : Z — G /U wiederum surjektiv. Dies impliziert,
dass die Gruppe G/U zyklisch ist. Falls G endlich ist, ist G/U auch endlich. Ansonsten,
ist G ~Z und G/U =~ Z/nZ fiir ein bestimmtes n > 0. Also ist G/U auch in diesem
Fall endlich.

4.10. Ubung 1

e Sei G eine endliche zyklische Gruppe, mit Ordnung n.

e Zeigen Sie, dass, fiir jeden Teiler d von n, eine Untergruppe U von G existiert, mit
|U| =d.

e Sei U eine Untergruppe von G, mot Ordnung d. Finden Sie k : N., sodass G/U =~
Z/kZ.

4.11. Struktur endlich erzeugter abelscher Gruppen

e Die Struktur einer Gruppe G zu bestimmen bedeutet, eine Liste von Gruppen anzu-
geben, zu denen GG isomorph sein kann. Dies wird auch als Klassifizierungsproblem
bezeichnet.

e Das allgemeneine Klassifizierungsproblem fiir Gruppen ist, sogar fiir sogenannte end-
liche einfache Gruppen, eine schwierige Frage.
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e Aber fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen haben wir zwei relativ zugénglich Klassi-
fizierungssétze, die wir unten vorstellen werden.

e Wir werden insbesondere sehen, dass die Struktur einer endlichen abelschen Gruppe
der Ordnung n vollstindig durch die ,arithmetische Komplexitdt“ von n bestimmt
wird.

4.12. Gruppen mit Primzahlordnung

o Manchmal ist die Annahme, dass G abelsch ist, nicht notwendig, um G zu charakte-
risieren. Zum Beispiel ist jede zyklische Gruppe isomorph zu Z oder Z/nZ.

e Als Néchstes, kdnnen wir nach Verwendung des Satzes von Lagrange beweisen, dass
alle Gruppen mit Primzahlordnung zyklisch sind. Insbesondere ist eine solche Gruppe
abelsch.

Satz. Sei p eine Primzahl und sei G eine endliche Gruppe mit Ordnung p.
Dann ist GG eine zyklische Gruppe. Das heifit, es gibt ein Gruppenisomor-
phismus G ~ Z/pZ.

Beweis. Da die Ordnung von G eine Primzahl ist, ist |G| > 1. Das heifit, es gibt ein
g : G, sodass g # e. Sei n > 1 die Ordnung des Elements g. Da g # e ist, ist n > 1.
Nach dem Satz von Lagrange, ist n ein Teiler von p. Da p eine Primzahl ist, impliziert
dies, dass n = p. Die Untergruppe (g) von G hat deshalb Ordnung p = |G|. Somit
G={(9)~Z/pZ.

4.13. Klassifizierung endlicher abelscher Gruppen

e Endliche Gruppen sind endlich erzeugt. Als ersten Schritt zur Klassifizierung der end-
lich erzeugten abelschen Gruppen werden wir endliche abelsche Gruppen klassifizieren.

e Das wichtigste Begriff fiir den Beweis ist das von p-priméaren Anteile, fiir jede Primzahl
p, die wir unten studieren werden.

e Der folgende Satz gibt eine komplette Klassifikation endlicher abelscher Gruppen.

Satz. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Sei n := |G| die Ordnung von
G und sei n = pJ* ... p?’“ die Primfaktorzerlegung von n. Dann existieren
eindeutige Partitionen m; ; +... + m; ;. = a, sodass

k
G ~ H (Z/p;"Z) x ... x(Z)p, "*'Z).
i1
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4.14. Anmerkungen zu der Klassifikationssatz endlicher abelscher
Gruppen

o Per Definition einer Partition, haben wir s; > 1 und My 2 ... 2m . Wenn wir

1,8,
einen Gruppenisomorphismus G =~ Hle (Z)p;""'Z) x ... x (Z/p;ni‘siZ) haben, dann
ist |G| = Hle Ti’1+"'+mi"si . Da die Primfaktorzerlegung einer nattirtlichen Zahl
eindeutig ist, konnen wir auch den Klassifikationssatz wie folgt formulieren.

Satz. Sei GG eine endliche abelsche Gruppe. Dann exisitieren eine eindeu-
tige natiirliche Zahl k, eindeutige Primzahlen p,, ...,p, und, fir alles ¢ €
{1, ..., k}, eine eindeutige endliche Folge m;; > ... > m,, , sodass G

isomorph zu die Gruppe Hle (Z)p;"""Z) x ... x (Z/p;ni’siZ) ist.

« Die natiirlichen Zahlen (p; ™', ... , p;ni’”)lgigk werden die elementaren Teiler
von G gennant. Der Klassifikationssatz besagt, dass jede endliche abelsche Gruppe

isomorph zu einem Produkt zyklischer Gruppen ist.

4.15. Primaren Anteile

o Sei G eine endliche Gruppe und sei n := |G|. Nach dem Satz von Euler-Fermat, gibt
es, fiir alles g : G, g™ =e.

o Sein=p".. pg’“ die Primfaktorzerlegung von n und sei g : G. Nach dem Satz von
Lagrange, ist die Ordnung von g ein Teiler von n. Dann ist Ord;(g) unbedingt von
der Form p{* ...pf’“, fiir einige natiirliche Zahlen (3;);<;<) , mit 0 < f; < o.

e Die Idee fiir p-primédren Anteile besteht darin, alle Elemente von eine endliche G
zusammenzufassen, deren Ordnung eine Potenz der Primzahl p ist.

Definition. Sei G eine abelsche Gruppe, nicht unbedingt endlich. Fiir jede
Primzahl p, wird der p-primir Anteil, als Teilmenge von G, wie folgt
definiert:

Gp)={9:G /T k:Nog, ¢" =e}.

4.16. Primaren Anteile sind Untergruppen

o Fiir abelsche Gruppe ist es oft praktisch, additive Notation zu verwenden. Das heift,
91+ g9 statt g; x4 g, und, wenn m eine natiirliche Zahl ist, m- g statt ¢ zu schreiben.
Das neutrale Element e wird als 05 bezeichnet und ¢!, das inverse Element zu g,
als —g.
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Satz. Der p-primiir Anteil G(p) = {g: G | 3k : Nog, p*-g = 0} ist eine
Untergruppe von G. Wenn G(p) # {04}, ist p ein Teiler von |G]|.

Beweis. Aus p - 0, = 0 folgt, dass O ein Element von G(p) ist. Danach:

— Wenn g, g, € G(p), dann gibt es k;, ky, mit p*1 - g; = 0 und p*2 - g, = 0. Somit
pmax(kl,kz) . (gl + 92) = pmax(kl,kz) 01 +pmax(k1,k2) cgy = 0+0=0.

— Wenn g € G(p), dann p¥-g = 0 fiir einiges k. Somit p¥-(—g) = —(p¥-g) = -0 = 0.

— Wenn g # 0g und p* - g = O, gilt Ords(g) | p*. Da p eine Primzahl ist, muss
p Gl

4.17. Bemerkungen zu primadren Anteile

e p¥.g =0 bedeutet, dass g endliche Ordung hat und dass die Ordnung von g ein Teiler
von p* ist. Da p eine Primzahl ist, muss Ord(g) = p® fiir einiges o < k gelten.

e Die hier betrachteten Konzepte sind Teil eines umfassenderen Zusammenhangs, ndm-
lich dem der Torsion in einem Modul (eine abelsche Gruppe G kann auch als Modul
iiber Z angesehen werden). In diesem Zusammenhang sind die p-priméren Komponen-
te Beispiele fiir abelsche Torsionsgruppen.

— Fiir jedes m : Z, ist die Teilmenge Gla] := {g: G / a-g = 0} eine Untergruppe
von G, die als die a-Torsion von G bezeichnet wird.

— Wenn ¢ : G die Eigenschaft 3 a : Z sodass a-g = 0 erfiillt, heifit g ein Torsionsele-
ment von G. Die Teilmenge aller Torsionselemente einer abelschen Gruppe G ist
eine Untergruppe Tor(G) < G, die die Torsionsuntergruppe von G genannt wird.

4.18. Abelsche Torsionsgruppen

¢ Eine abelsche Gruppe G wird eine Torsionsgruppe genannt, wenn jedes Element g : G
ein Torsionselement ist. Das heifit, falls G = U,.; G[a] = Tor(G). Zum Beispiel, die
Torsionsuntergruppe ist eine Torsionsgruppe. Das heift, Tor(Tor(G)) = Tor(G).

o Jede endliche Gruppe ist eine Torsionsgruppe. Die Gruppe Q/Z, deren Elemente als
FEinheitswurzeln in C angesehen werden konnen, ist eine unendliche Torsionsgruppe.

e Die Teilmenge

Gla™®] := U Gla*] = {g:G /I k: N,y a*-g=0}
i

>0

ist auch eine Untergruppe von G, die als a®*°-Torsion von G bezeichnet wird.

 Fiir eine Primzahl p, wird die Notation G(p) := G[p*>°] verwendet.
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4.19. Elemente mit Primzahlordnung

e Der Satz von Lagrange lidsst die folgende partielle Umkehrung zu.

Satz von Cauchy (kommutativer Fall). Sei G eine endliche abelsche
Gruppe und sei p ein Primteiler von |G|. Dann existiert ein element g : G
mit Ordg(g) = p.

o Als Konsequenz dieses Satzes ist der p-primér Anteil einer abelsche Gruppe, deren
Ordnung durch p Teilbar ist, nicht trivial:

p |Gl = G(p) #{0g} -

e Die Annahme, dass p eine Primzahl ist, ist wesentlich. Zum Beispiel, hat die Kleinsche
Viergruppe Z/27 x Z/2Z Ordnung 4 aber besitzt kein Element mit Ordnung 4.

o Die Annahme, dass G abelsch ist, ist nicht wesentlich (siehe den Satz von Cauchy
spater im Kurs).

4.20. Bemerkung zum Beweis

o Es reicht zu beweisen, dass ein Element ¢ : G existiert, sodass p | Ord(g).

o Grund dafiir ist, wenn Ordg(g) = pk, dann (pk) - g = O. Das heifit, p- (k- g) = 0.
Auflerdem ist ¢" := k-g # O, weil £ < Ordg(g). Somit Ordg,(g") > 1 und Ordg,(¢") | p
. Da p eine Primzahl ist, gilt Ord.(g") = p.

e Sein : Ny, die natiirliche Zahl sodass |G| = n + 1. Der Beweis des vorherigen Satzes
lauft dann durch vollsténdige Induktion auf n.

 Genauer gesagt, werden wir beweisen, fiir jede Primzahl p, dass V n € N, ,, P(n) gilt,
wobei P(n) der folgende Satz ist:

Fiir jede endliche abelsche Gruppe G sodass |G| = n+ 1 und p | |G|, gibt
es ein Element g : G, sodass p | Ordg(g).

4.21. Induktion

o Wenn n = 0, sei G eine endliche Gruppe sodass |G| = 1 und p | |G|. Dann muss
p = 1 gelten. Aber, per Definition ener Primzahl, gilt p > 1 und erreichen wir einen
Widerspruch. Durch die Ex falso quod libet Regel, reicht das, um den Fall n = 0 zu
beweisen.

o Wir miissen noch den Induktionsschritt beweisen (n > 1).
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e Da |G| =n+1 > 2, ist die Gruppe G nicht-trivial: 3 g : G, g # 0. Sei g ein solches
Element und sei U := (g) die durch g erzeugte Untergruppe von G. Dann p | |U] \/p/( \U].
— Wenn p | |UJ, haben wir unmittelbar p | Ord,(g). Genau, da U = (g), gilt

U] = Ordg(g)-

- Wennp/( |U|, da |G| = |U||G/U| und p eine Primzahl ist, muss p | |G/U| (Lemma
von Euklid). Da |G/U| < |G|, kénnen wir die Induktionsannahme anwenden.

4.22. Induktionsschritt

Per Induktion, gibt es eine Nebenklasse a+U in G/U (mit additiven Notation), sodass
p| Ordgy(a+U).

s Setzen wir m := Ordg(a) und my; := Ordg,y(a+ U). Dam-a = 0, gilt auch

m-(a+U)=m-my(a) =my(m-a) =my0q) = 0gu-

o Daher muss my; ein Teiler von m sein. Da p | my; gilt, muss auch p | m gelten.

o Das heifit, wir haben ein Element a in G gefunden, so dass p | Ord;(a) und dies
beendet die Induktion.

4.23. Ubung 2

e Seip: G — H ein Gruppenhomomorphismus, wobei G und H nicht unbedingt abelsch
sind.

e Sei g : G und nehmen Sie an, dass g endliche Ordnung in G hat.

1. Zeigen Sie, dass ¢(g) endliche Ordnung in H hat.
2. Zeigen Sie, dass Ordg,;(gU) | Ordg(g).

4.24. Zerlegung in primdre Anteile

o Wir wissen nun, nach diesem Satz und diesem Satz, dass G(p) # {0g} < p | |G].
Daher ist die Menge aller Primzahlen p sodass G(p) # {0s}, genau die Menge von

Primfaktoren von |G| = p{* ...p.*.

e Das folgende Ergebnis erklért die Niitzlichkeit von p-priméren Anteile.
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Satz. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und sei n := |G|, mit Primfak-
torzerlegung n = pi* ... pz’“. Dann gibt es einen Gruppenisomorphismus

G~G(p) x ... xG(p)

wobei G(p) := {g: G / 3 k: Ny, p*-g =0} der p-primire Anteil von G
ist.

o Explizit werden wir einen solchen Isomorphismus ¢ so definieren: fiir jedes
k
(915 -+ gi) I, G(p;), setzt man (g1, -, gp) =91+ - + g5

4.25. Beweis fiir die Zerlegung in primare Anteile

e Wir betrachten die folgende Abbildung.

0:Glp) % ... xG(p) — G
(915 > Gr) F— g1+ . +g

« Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus (Ubung).

o« Wir werden beweisen:

L Ker ¢ = {0g(p,)x . xcon ) = 106, -+ 106(p,))}- Das heiBt, dass ¢ injektiv
ist.

2. Im ¢ = G. Das heifit, dass ¢ surjektiv ist.

4.26. Injektivitat

e Dass ¢ injektiv ist, bedeutet:

k
V(gla 7gk>EHG<pz)7 gl+ +gk:0G:>VZE{17 7k}’ gzzoG .

=1

e Wir werden das durch endliche Induktion auf k zeigen. Das heifit, wir betrachten den
folgenden Satz:

J
Vel o K1Y (91, o 0,) € [[G00) s g1t 49, = 06 = Vi€ {1, o i}, g = 0g .
=1

o Der Fall j =1 ist klar: V g; € G(p;), wenn g = O, dann g = 0.
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4.27. Ende vom Beweis der Injektivitat

o Betrachten wir jetzt (g1, ... ,9,41) € Hzii G(p;) sodass g; + ... +g;+ 9,11 =0g-

« Da g, € G(p,;), gibt es m; : N_, sodass p,"* - g; = 0. Setzen wir a := p]" ...p;nj und

b _p]++1 Dann gilt a- (g, + ... +g;) =0gund b-g,,; = 0g.

Aus diesen Gleichungen kénnen wir nicht direkt ableiten, dass (g; + ... +g;) = Og
und g;, = 0g. Weil @ und b nicht invertierbar in Z sind.

e Auflerdem sind a und b teilerfr.qmd. Nach dem Lemma von Bézout existieren daher
u,v: Z , sodass ua + vb = 1,. Dann gilt

9js1 =17 gj41 = (wa+vb) - g;11 = (va) - g; 14 +0g = —(ua)- (g, + ... +9;)=0¢ .

e Da g;.; = Og, reduziert die oben Annahme zu g; + ... +g; = O . Dann impliziert
die Induktionsannahme, dass Vi € {1, ... ,j}, g, =0.

4.28. Surjektivitat

o Fiir die Surjektivitat miissen wir beweisen, dass

Vg:G, 3(g91, - »98) Gp)y g=g1 + -+ gy -

z?r

=1

o Erinnern Sie daran, dass n := |G| mit Primfaktorzerlegung n = p{* ...p;*, und dass
Vg:G, n-g=0q (Satz von Euler-Fermat).

 Fiir die Surjektivitét reicht es daher zu beweisen, dass, fiir alle £ : N, alle Primzahlen
(pys .- ,Dp), alle natiirliche Zahlen (ay, ... , ) : D\l>k6, und alles Element g : G ,

G(p g+ o F 0 -

:w

(7t pp*) - g=0g =3 (915 - > 98)
=1

e Dies wird durch vollstdndige Induktion auf k& bewiesen.
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4.29. Folge vom Beweis der Surjektivitat

e Wenn k£ = 1, dann miissen wir beweisen, dass

V Primzahl p, V a: N.y, Vg: G, (p®-g=0s=g9€ G(p)) .

Dies folgt aber von der Definition von G(p) = {g: G / 3 k:N_,, p*-g=0s} .

o Fir den Induktionsschritt, nehmen wir Primzahlen (p;, ... ,py.), natiirliche Zahlen
(oq, . ,apq) und g in G sodass (p*...pp ppti') - g = Og und setzen wir a :=

Pyt pypt und b= pitit. Dann gilt (ab) - g = Og.

e Da b und a teilerfr.qmd sind, existieren u,v : Z, sodass ub + va = 1. Dann gilt
g=1;-9=(ub)- g+ (va) - g. Setzen wir hy := (ub) - g und hy := (va) - g .

e Danngilt g=h;+hy mita-hy =a-((ub)-g) = (aub)-g=u-((ab)-g) =u-05 = 0g
und b-hy =v- ((ab) - g) =v-045 =0¢ -

4.30. Ende vom Beweis der Surjektivitat

e Daa=p)"'.. pz’“, aus a-h; = 05 und der Induktionsannahme, folgt die Existenz von
k
(915 - > 95): Hj:l G(p;), sodass hy = g; + ... +gp.

« Dab=p ', aus b- hy = 0 folgt hy € G(py1). Setzen wir dann g, = hy.

o Dann gilt g =hy +hy = (g + .. +9x) + g1, mit Vje {1, ... ;k+1}, g; € G(p))
und dies beendet die Induktion.

Bemerkung. Man kann die Zerlegung in primére Anteile G ~ G(p;) X
. X G(p;) auch als direkte Summe von Untergruppen schreiben:

G=G({p)® ... ®G(py) -

Dies bedeutet, dass jedes g : G eindeutig als g = g; + ...+ g, mit g, € G(p;)
geschrieben werden kann.
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5. Struktur endlicher abelscher Gruppen

Abbildung 5.1.: Ein Portrat von Camille Jordan.

Camille Jordan (1838-1922) war ein franzosischer Mathematiker. Er hat fundamentale Bei-
trage zur Analysis, Gruppentheorie und Topologie geleistet. Sein Lehrbuch Traité des sub-
stitutions et des équations algébriques (1870) war das erste Buch iiber Gruppentheorie.

5.1. p-Gruppen
Definition. Fiir eine Primzahl p ist eine p-Gruppe eine nicht-triviale Gruppe

G in der die Ordnung jedes Elements eine Potenz von p ist: V ¢ : G, 3 k :

k
[N>07 gp = €G-
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e Eine p-Gruppe ist nicht unbedingt endlich. Sie ist auch nicht unbedingt abelsch.

e Eine nicht-triviale endliche Gruppe G ist genau dann eine p-Gruppe wenn ihre Ord-
nung eine Potenz von p ist. Das heifit, wenn 3 n : N, |G| = p".

— ,="“ Sei ¢ eine Primzahl, die ein Teiler von |G| ist. Nach dem Satz von Cauchy
(den wir derzeit nur im abelschen Fall bewiesen haben), gibt es g : G mit Ord(g) =
g. Dann muss ¢ = p und |G| = p" fiir einziges n : N_.

— ,<“ Nehmen wir an, dass |G| = p™. Nach dem Satz von Lagrange, muss Ord(g)
fiir jedes g : G ein Teiler von p sein. Da p eine Primzahl ist, muss Ord(g) = p*
gelten.

5.2. Beispiele fiir p-Gruppen

Eine zyklische Gruppe der Gestalt Z/p"Z ist eine (endliche abelsche) p-Gruppe. Eine

zyklische Gruppe der Gestalt Z/(pq)Z mit p, q unterschiedliche Primzahlen ist keine

p-Gruppe: nach dem Satz von Cauchy besitzt diese Gruppe ein Element mit Ordnung

q.

o Produkten der Gestalt Z/p™Z x Z/p™Z sind p-Gruppen. Die Gruppen Z/27 und
Z /37 sind p-Gruppen, aber das Produkt Z /27 x 7 /37 ist keine p-Gruppe (das Element
(1,1) hat Ordnung 6, die keine Potenz einer Primzahl ist).

e Die Symmetriegruppe eines Quadrats ist eine nicht-abelsche endliche 2-Gruppe mit
Ordnung 8 = 23 (die Elemente r und r® haben Ordnung 4 und die andere nicht-triviale
Elemente haben Ordnung 2).

o Die Gruppe {z : C / 3 k : Noy, 27 = 1}, bestehend aus der Elemente in C, mit

Ordnung eine Potenz von p, ist eine unendliche abelsche p-Gruppe.

k

5.3. Primare Anteile

e Denken Sie daran, dass jede endliche abelsche Gruppe G isomorph zum Produkt ihrer
priméren Anteile ist.

o Das heifit, wenn n := |G|, mit Primfaktorzerlegung n = pi* ... p;.*, dann gibt es einen
Gruppenisomorphismus

G(py) x ... xG(p,) — G

7 (915 - 59k) F— g1+ .. gy

(das heifit, eine Zerlegung G = G(p;) @ ... ® G(p;)) wobei

G(p):={g9:G /Fk: N, p* g=0}
der p-primére Anteil von G ist.

o Insbesondere ist der p-primére Anteil G(p) per Definition eine p-Gruppe.
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5.4. Die Ordnung eines primaren Anteils

5.5.

Wir moéchten als néchsten die Struktur von der p-priméren Anteile G(p;) erkléren.

Aber zunéachst geben wir wieder einen formalen Beweis, dass die Ordung einer solchen
Untergruppe G(p) eine Potenz der Primzahl p ist.

Satz. Sei G eine nicht-triviale endliche abelsche Gruppe und sei p ein
Primfaktor von |G|. Dann existiert eine natiirliche Zahl o : N, sodass

G(p)| = p*.

Beweis. Sei g € G(p) sodass g # 0. Sei ¢ eine Primzahl, mit ¢ | |G(p). Nach dem
Satz von Cauchy, existiert ein g : G(p) mit Ordg, (9) = ¢. Da g ein Element von
G(p) ist, muss ¢ = p” fiir ein bestimmtes k : N_,. Da ¢ ein Primzahl ist, impliziert
dies, dass £k = 1 und ¢ = p. Dann haben wir bewiesen, dass die eindeutige Primzahl,
die |G(p)| teilt, p ist. Daher gilt |G(p)| = p® fiir einziges a : N_.

Klassifikationssatz fiir endliche abelsche p-Gruppen

Satz. Sei H eine endliche abelsche p-Gruppe mit Ordnung |H| = p® fiir ein
bestimmtes « : N_ . Dann existiert eine eindeutige Partition m; + ... + m, = a,
sodass

H~(Z/p™Z)x ... x(Z/p™Z) .

Um diesen Satz besser zu verstanden, betrachten wir zunédchst die Produktgruppe

G:=(Z/p™Z) x ... x (Z/p™Z)

mit my; = ... = m, .
Dann gilt V 4, p™+1 | p™ und, als Konsequenz davon, V ¢ : G, p™ - g = 0.

Da das Element ¢ := (1,0, ... ,0) Ordnung p™ hat, ist auflerdem m, die grgfite
natirliche Zahl m sodass ein g : G mit Ord(g) = p™ existiert. Beachten Sie, dass
(1,1,0, ... ,0) auch Ordnung p™ hat.
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5.6.

5.7.

Eindeutigkeit der Partition
Nehmen wir an, dass ein Gruppenisomorphismus

H~(Z/p™Z)x .. x(Z/p™Z)

existiert, mit m; > ... > m, > 1. Dann ist
my =max{m:N_, /3 h: H, Ord(h) =p™} .
Betrachten wir danach die Faktorgruppe

H[(Z/p™Z)~ (Z/p™Z) % ... x (Z/p™Z) .

Dann ist m, die grofite m : N sodass ein h : H/(Z/p"™ Z) existiert, mit Ord(h) = p™.

Dies zeigt, dass die Folge m;, my, ... ,m, von H eindeutig bestimmt ist.
Formales Argument fiir den Beweis der Eindeutigkeit

Wenn m; + ... + m, = |H| = ny + ... + n, die beide Partionen von |H| sind, so dass

(Z/p™7Z) x ... x (Z/p™Z) ~ H =~ (Z/p™mZ)x .. x (Z/p™Z)

gilt, dann ist my; = n; = max{m: N., /3 h: H, Ord(h) = p™}.

Dann ist die Faktorgruppe H/(Z/p™ Z) eine endliche abelsche p-Gruppe und erhalten
wir einen Gruppenisomorphismus:

(Z/p™Z) % ... x (ZJp™Z) =~ (Z)p™Z)x ... x (Z/p™Z) .

Durch Induktion auf der Ordnung der p-Gruppe H, gilt s =t und V i € {1, ... ,s},
m,L — TLi.
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5.8. Beispiel: abelsche p-Gruppen mit Ordnung 8

e Ist G eine abelsche Gruppen mit Ordnung 8 = 23, dann ist G eine endliche abelsche
p-Gruppe. Die Moglichkeiten fiir Partitionen von 3 sind: (1+141), (2+ 1) und 3.

e Es gibt dann, bis auf Gruppenisomorphismus, die folgende drei Moglichkeiten fiir eine
endliche abelsche Gruppe mit Ordnung 8:

1. G~7/27 x7)27 x 7)27 .
2. G~Z/AZ X 7)27 .
3. G~7/87 .

¢ In diesem Beispiel sehen wir klar, dass die drei Moglichkeiten schlieen sich gegenseitig
aus (zum Beispiel gibt es kein Element mit Ordnung 4 oder 8 in dem ersten Produkt).

e Es gibt auch nicht-abelsche p-Gruppen mit Ordnung 8.

5.9. Beweis des Klassifikationssatzes fiir endliche abelsche
p-Gruppen

Satz. Sei H eine endliche abelsche p-Gruppe mit Ordnung |H| = p® fiir einziges
a : Nyy. Dann existieren eine Partition m; + ... + m, = o und ein Gruppeniso-
morphismus

H~(Z/p™Z)x ... x(Z/p™Z) .

¢« Wir miissen noch diesen Existenzsatz beweisen. Die Idee ist

my :=max{m: N,y /3 h: H, Ord(h) =p™}

zu setzen. Da H endlich ist, ist m; wohldefiniert.

e Sei hy : H mit Ord(hy) = m,; und H, := (h;) die durch h; erzeugte Untergruppe von
H. Dann gilt (H = H,)V (H #+ Hy).

— Falls H = H,, dann gilt m; = a und H ~ Z/p“Z. Der Satz wird daher bewiesen.
— Falls H # H, werden wir H/H, betrachten und durch Induktion argumentieren.
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5.10. Induktionsschritt

o Da (hy) = Hy # H und |H,| = p™, ist die Gruppe H/H, eine endliche abelsche
p-Gruppe mit Ordnung p*~ "™ < p®. Per die Induktionsannahme existieren eine Par-
tition mgy + ... + m, = @ — m; und ein Gruppenisomorphismus

H/H, ~ (Z/p™Z)x ... x (Z/p™Z) .
=:H} =:H/

o Wir konnen jede Gruppe H; als Untergruppe von H/H, ansehen. Da H; zyklisch ist,
gibt es ein Element A} : H/H, mit H] = (h}) . Inbesondere ist Ord g (h;) = p™

i

H/H,

e Von hier aus, mochten wir Folgendes beweisen:

1. Es gibt h; : H, sodass 7y, (h;) = h; und Ordg(h;) = p™:.
2. Es gibt ein Gruppenisomorphismus H ~ H; x Hy X ... x H,, wobei H, := (h,) .

)

5.11. Lifting-Lemma

Lemma. Sei b’ : H/H,, wobei H; wird wie zuvor definiert (m; maximal, so-
dass H; zyklisch mit Ordnung p™1 ist). Dann existiert h : H mit Ordy(h) =
OrdH/Hl (h/>

Bemerkungen.
o Damyy, + H— H/H, surjektiv ist, existiert g : H mit 7y (9) = h'. Da 7y, g, ein

Gruppenhomomorphismus ist, gibt es (in multiplikative Notation)

(h/>ordH(g) (g)ordH(g) (gordH(g>>

=TH/H, =TH/H, =TH/H, (eg) = €H/H,

somit Ord g (h') | Ordy(g). Das Lemma besagt, dass wir ein Représentant g' ~ g
von ' finden kénnen, sodass Ord(g") genau das Gleiche als Ord g (') ist.

« Da H/H, eine p-Gruppe ist, ist Ordy, 5 (k') eine Potenz von p.

5.12. Beweis vom Lifting-Lemma

e Setzen wir p™ := Ordy,y (h') und nehmen wir g : H sodass 7y (9) = h’. Wir
werden 7y, g einfach als 7y : H — H/H, schreiben. Dann gilt (in additive Notation)

mi(g) =p" N =0pp, ,

das heifit, p™ - g € Ker m = H;.
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e Da Hy = (hy),,, kénnen wir p™ - g = r - hy fiir ein bestimmtes r : N_, schreiben. Au-
Berdem kénnen wir 7 = p‘u schreiben, fiir ein bestimmtes £ : N, und ein bestimmtes

u: Ny mitp’(u.

e Dann haben wir p™-g = pz‘(whl). Da |H,| = p™ undp’(u, MUSS OrdHl (u-hy) = p™
(Ubung). Falls £ > m,, gilt daher p™ - g = p*~™1 - (p™ - (u - hy)) = 0. Falls £ < m,,
gilt Ordy(p* - (u+ hy)) = p™ ", somit Ordy (p™ - g) = p™ .

5.13. Ende vom Beweis des Lifting-Lemmas

mqi—¢ . ( m

e Wir sind noch im Fall wobei ¢ < m; und p p™ - g) = 0p. AuBerdem folgt aus
der Konstruktion, dass Ord(g) = p™ ™ (Ubung).

o Aus der Maximalitdt von m, folgt m; — ¢+ m < my, somit m < £. Dann gilt p" - (g —
p“™™u - h;)) = 0g. Setzen wir dann h := g — p*~™u - h,. Dieses h ist ein Element von
H, das p™ - h = 0 erfiillt. Das heifit, Ordg(h) | p™ = Ordy, g, ().

o AuBerdem gilt 7,(h) = m, (g —p*™u-hy) = m,(g) —p*~™ -7 (hy) = 7,(g) = /. Daher
gilt auch Ordy,y (A') | Ordy(h).

« Da Ordg(h) | p™ = Ordy g (h') und Ordy,y (B') | Ordg(h), gilt Ordgy(h) =
Ordg g, (B').

« Dann haben wir ein Element h : H aufgebaut, sodass 7y (h) = h’ und Ordg(h) =
Ordy p, (B') . Dies beendet den Beweis des Lifting-Lemmas.

5.14. Zerlegung als Produkt

e Dann gehen wir zuriich zum Induktionsschritt. Es gibt ein eine Partition my + ... +
my, = m —m, und eine Zerlegung als direkte Summe von Untergruppen

H/H,~Hy® .. ®H,

H/H,
o Nach dem Lifting-Lemma existiert, fiir jedes i € {2, ... ,s}, ein Element h; : H mit
Ordy (h;) = p™i. AuBlerdem haben wir, per Definition von H; = (hy),,, Ordy(hy) =
™

o Dann setzen wir H; := (h;),, und betrachten wir die folgende Abbildung

p:H xHyx ... xH, — H
(X1, Tg, oo &) = Ty + Tyt ... +

die ein Gruppenhomomorphismus ist. Am Néchsten zeigen wir, dass ¢ bijektiv ist.
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5.15. Injektivitat

o Zeigen wir zunéscht, dass ¢ injektiv ist. Das heifit, Ker ¢ = {(0y, ... ,04)}.

o Sei(xy,x9, ... ,x4): Hy x Hyx ... xH,, mit 2y +z5+ ... +2, = 0y. Da H; = (h;) mit
Ordy(h;) = p™: gilt, existiert fiir jedes i ein \; € {0z, ..., p™ — 1} mit x; = A, - h;.

o Durch Abbildung der kanonischen Projektion my : H — H/H, ~ H) x ... x H. , gilt
771(:1:1 + 1;2 + + .TS> = 7T1(0H> = OH/HI und

(T + 2o+ o +xy) = Apom(hy) F Ay (hy) + o+ AT (T)

o Da H/H, = (hy) ® ... & (hy), impliziert die Gleichung Ay -hy + ... + A -hy=0p,p ,
dass, fir jedes i € {2, ... ,s}, A\, - h, = 0p7, das heifit, p™i = Ord(h;) | A; , somit

o Ausxy + 25+ ... + o, =0 folgt dann A, - h; = 0y und, wie zuvor, A; = 0.

5.16. Surjektivitat

e Sei z : H. Da H/H, = (hy) & ... & (h}), kénnen wir 7 (x) = =5 + .. + z}
mit z, € <h;)H/H schreiben. Dann existiert, fir jedes i € {2, ... ,n}, ein Element
1
A; € {04, ... ,p™i — 1}, sodass z; = A, - h..

o Setzen wir danach z; := X\, - h; € (h;) = H; < H und z; := 2 — (x5 + ... +z,). Dann
gilt
T (2y) = m () — Ay - my(hy) + oo + A my(hy)) =m(2) — (25 + .. +25) =0g/p,

das heifit, x; € Ker m; = H;.
o Dann gilt x =z + x5 + ... +x, mit, fir jedes i € {1, ... ,s}, z; € H,.

e Dies beendet den Beweis des Klassifikationssatzes fiir endliche abelsche p-Gruppen.
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5.17. Klassifikationssatz fiir endliche abelsche Gruppen

Aus der vorherigen Klassifikationssatz flir endliche abelsche p-Gruppen und die Zerlegung
einer endliche abelsche p-Gruppe als Produkt/direkte Summe ihrer primaren Anteile, folgt
der folgende Klassifikationssatz fiir endliche abelsche Gruppe, den wir bereits vorgestellt
haben.

Satz. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Sei n := |G| die Ordnung von G und
. . Qg C%k . . . . . .
sei n = p;'...p," die Primfaktorzerlegung von n. Dann existieren eindeutige

Partitionen m; ; + ... + m; ;= «;, sodass

k
G=][ @/"'2) x ... x(2/p;""Z).
1=1

Beweis. Gilt die Zerlegung G = G(p,)® ...®&G(p;,). Dann fiir jedes i existiert eine eindutige
Partition m; ; + ... +m; , = «; sodass G(p;) =~ (Z/p]" 7)) x ... x (Z)p, 7).

5.18. Bemerkungen zum Kilassifikationssatz fiir endliche abelsche

Gruppen
o In einer Partition m;, + ... +m, , gilt m;; > ... > m, . Es kann sein, dass
Mg ;= M, ;4 = ... = my ;. gilt. Daher schreibt man manchmal n; ; > ... >n;,.

mit ¢yn; 1 + .. +qpn; . = (statt m; ; + ... +my;, a;) und

k
G~ [[@/m 2y x .. (2)p;" 2)%
=1

statt G o~ (Z/p, “*Z) x ... x (Z]p, ""Z) .

o Wie zuvor gesagt, die hier betrachteten Konzepte sind Teil eines breiteren Zusammen-
hangs, ndmlich Modulntheorie iber einem Haupidealring (wie zum Beispiel Z), wobei
jeder endlich erzeugte Torsionsmodul eine priméare Zerlegung hat, und jeder primére
Anteil eine Zerlegung in direkte Summe von zyklischen Untermoduln hat. Wir werden
diese Konzepte spéter im Kurs wieder antreffen.

5.19. Die Elementareteiler einer endlichen abelschen Gruppen

e Die wichtigste Information im Klassifikationssatz fiir endliche abelsche Gruppen ist
die endliche Folge (p;ni’j)KKh 1<j<s, - Diese Folge bestimmt vollstandig die Isomor-
phieklasse der Gruppe G. im folgenden Sinne:
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k
~ [ @/ z)x .. x (Z/p, " Z) .
=1

 Insbesondere bestimmt diese Folge die Ordnung von G (|G| = Hle p;ni’ﬁ +m')

Definition. Die endliche Folge (p;ni’j)lgigh 1<j<s, heiBt die Folge von Ele-
mentarteiler der Gruppe G.

Zum Beispiel, ist die Folge der Elementarteiler der Gruppe Z/27 x 7 /27 x 7 /27 die
endliche Folge (2,2,2).

5.20. Die aus den Elementarteilern aufgebaut Matrix

Mit den Konventionen p; < ... <p, und m;; > ... > m, , , konnen wir die folgende k x s
’ k2
Matrix (8; ;)1<i<k, 1<j<s KOnstruieren, wobei s := max; ;) $; -

my 1 my,2 mi,s
Dy 2 p, Y1 1
ma 1 ma 2 M2,s9
8= p2 j2 U
mk 1 my o Mk, sy,
Dy Dy, N % 1 1

Das heifit:

B. .= pi i <8y
“J 1 ifs; <j<s.

Wenn 3, ; = 1, dann ist Z/f; ;7 die triviale Gruppe. Daher gilt G ~ Hle H;:1 Z/8; ;2.

Wir kénnen auch m, ; = 0 fir alles j mit s; < j < s setzen.

5.21. Invarianten Faktoren

o Setzen wir, fiir alles j € {1, ... ,s}, d; = Hle B;; (das Produkt der Elemente der
J-ten Spalte). Die (d;); ;< werden die invarianten Faktoren von G genannt.

e Dann gelten die folgende Eigenschaften:

. . _ k m; j+1 . . _ k ™m; j
—DaVi, m; ;i <my,;,istd; =][_, p ein Teiler von d; = [[,_ p; "’
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— In der j-ten Spalte, sind Elemente Bim’ und ﬂim in verschiedenen Zeilen teiler-
fr.gmd. Nach dem chinesischen Restsatz, gibt es daher ein Gruppenisomorphis-
mus

k 2/ 2) =~ 7/ (HL ﬁm)Z = Z/d;Z

(2

— Die Primfaktorzerlegung von d; ist genau [] “J_ Wir kénnen

m
ie{1<i<k / miyj>0}pi
daher die Elementarteiler (p; )i ; von den invarianten Faktoren (d;); ;< erneut
finden.

5.22. Der Satz iiber invariante Faktoren

o Als Konsequenz der vorherigen Bemerkungen, gilt der folgende Satz.

Satz. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann existiert eine eindeutige
endliche Folge (d;, ... ,d,) mit:

LV jie{l, o s—1}, d;yy | d;.
2. G~ (Z/dZ) % ... x (2)d,Z).

e Dies gibt eine andere Zerlegung von G als Produkt zyklischer Gruppen. Das heifit, es
gibt einen anderen Klassifikationssatz. Natiirlich ist |G| =d; ... dj .

e Die Eindutigkeit der invarianten Faktoren folgt aus der Eindeutigkeit der Elementar-
teiler.

e FKine abstrakte Version dieses Ergebnisses hat Anwendungen in der linearen Algebra
(Frobenius-Normalform).

5.23. Abelsche Gruppen mit Ordnung 600

e Sei G eine abelsche Gruppe mit Ordnung 600 = 23 x 3! x 52. Dann haben drei Prim-
zahlen p; = 2, p, = 3 und p; = 5, mit Exponente or; =3, oy =1 und a3 = 2.
o Die Moglichkeiten fiir die Partionen fiir o, a5, a4 sind:

- 3=1+1+4+1,3=2+1, und 3 = 3 (drei Moglichkeiten).
— 1 =1 (eine einzige Moglichkeit).
— 2=1+1und 2 =2 (zwei Moglichkeiten).

e Das heifit, wir haben 3 x 1 x 2 = 6 Moglichkeiten fiir die Isomorphieklasse von G.
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5.24. Erster Fall

e Falls3=1+1+1,1=1und 2 =1+ 1 die Partinionen von 3, 1 und 2 sind, dann
sind die Elementarteiler von G die natiirliche Zahlen (2,2,2,3,5,5) und gilt

G ~ 7/2ZxZ/2Zx7/27 x 7/37 x  Z/57x7/5Z
2-primaere Anteil von G 3-primaere Anteil von G 5-primaere Anteil von G

e Dann betrachten wir die Matrix

w

2 2 2

11

5 1
und die invarianten Faktoren d; =2 x3 x5 =30,dy =2 x1x5 =10 und dy =
2 x1x1=2. Dann gilt ds | dy | d; und existiert ein Gruppenisomorphismus

ot

G ~7/30Z x 7)10Z x 7/2Z .

5.25. Zweiter Fall
o Falls3=1+4+1+1,1=1und 2 =2, gibt es (2,2,2,3,25) fiir die Elementarteiler und

G =~ (Z/2Z x7/2Z x7)2Z) x Z/3Z x 7/25Z .

¢ Dann ist die Matrix von Elementarteiler

2 2 2

3 11

25 1 1
und sind die invarianten Faktoren d; =2 x 3 x 25 = 150, d, = 2 und d5 = 2, sodass
ds | dy | dy und

G ~7/150Z x 7/27 x 7./27 .
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5.26. Ubung 1

e Berechnen Sie die Elementarteiler und die invarianten Faktoren in den verbleibenden
vier Fallen.

o Es wird Félle geben, in denen es nur 2 oder wenig invariaten Faktoren gibt. Zum
Beispiel, G ~ Z/600Z .

e Im Allgemeinem ist die ,Normalform* einer endlichen abelschen Gruppe mit den in-
varianten Faktoren praktischer und kiirzer zu schreiben als die Normalform mit den
Elementarteilern.

5.27. Ubung 2

Sei m,n : Ny.

o Zeigen Sie, dass die Gruppen Z/mnZ und Z/nZ x Z/mZ genau dann isomorph sind,
wenn m und n teilerfr.qmd sind.

e Zeigen Sie danach, dass ein Produkt zweier zyklischer Gruppen mit teilerfr.qmden
Ordnungen wieder zyklisch ist.

5.28. Ubung 3

e Sei GG eine (nicht unbedingt abelsche) endliche Gruppe. Sei

w(G):=min{n: N,y /Vg:G, ¢"=eq}.
Zeigen Sie, dass w(G) wohldefiniert ist.
o Jetzt nehmen wir auerdem G abelsch an.

— Zeigen Sie, dass w(G) das kleinstes gemeinsames Vielfaches der Ordnungen der
Elemente von G ist.

— Zeigen Sie, dass 3 a: N, |G| | w(G)*. Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass |G|
und w(G) die gleichen Primteiler haben.

92



6. Struktur endlich erzeugter abelscher
Gruppen

Abbildung 6.1.: Ein Portréit von Felix Klein.

Felix Klein (1849-1925) war ein deutscher Mathematiker. Seine Forschungen lieferten grund-
legende Beitrége zur Geometrie, Gruppentheorie, Funktionentheorie und Anwendugen der
Mathematik.

6.1. Endlich erzeugte abelsche Gruppen

e Denken Sie daran, dass eine Gruppe G endlich erzeugt gennant wird, wenn es ein
endlich Erzeugendensystem (gy, ... , g;) gibt, sodass (g;, ... ,g,), = G.

e Im abelschen Fall bedeutet das, dass jedes Element ¢ : G als lineare Kombination der
(9:)1<i<k geschrieben werden kann:

e Zum Beispiel ist jede Gruppe Z" endlich erzeugt.

o Jede endliche Gruppe ist endlich erzeugt (nehmen Sie fiir ein Erzeugendensystem die
ganze zugrundeliegende Menge von G).
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e« Wenn GG; und G, endlich erzeugt sind, so ist das Produkt G; x G5. Zum Beispiel ist
Z x 7 /27 endlich erzeugt.

6.2. Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen

e In gewisser Weise kennen wir bereits alle endlich erzeugten abelschen Gruppen.

Satz. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es eindeutige
natiirliche Zahlen n : Ny und s : N5, und eine eindeutige Folge natiirlichen
Zahlen (dy, ... ,d,): N5 , so dass die folgende Eigenschaften gelten:

»s

LVje{l, .. s—1}, dj, | d;.

2. Es gibt einen Gruppenisomorphismus

G~7"x(2/dZ) x ... x(2/d,Z) .
o Beachten Sie, dass der Teil (Z/d,Z) x ... x (Z/d,Z) eine endliche abelsche Gruppe
ist.

o Dieser Satz hat viele Anwendungen, zum Beispiel in der algebraischen Topologie (Ho-
mologietheorie von Mannigfaltigkeiten usw).

6.3. Torsionsuntergruppe

e Wir werden den Beweis des vorherigen Satzes in mehrere Schritte unterteilen.
o Die erste Frage ist: Wenn G := 7" x (Z/d,Z) x ... x (Z/d,Z), wie kann man die
endliche Gruppe (Z/d,Z) x ... x (Z/d,Z) als Untergruppe von G charakterisieren?

Definition. Sei G eine abelsche Gruppe. Ein Element von G mit endlicher
Ordnung wird als Torsionselement bezeichnet.

Tor(G) = {g: G | In:N.g, n-g=0g} .

o Da G abelsch ist, ist die Teilmenge Tor(G) eine Untergruppe von G. Beweis. 0, €
Tor(G) und, wenn gy, g, € Tor(G), dann gibt es n, - g; = 05 und ny - gy = O fiir
einigen nq, ny, somit auch n-(g; +¢g,) = O fir n := max(n,, ny). Schlieflich gilt auch
ny - (—gy) = —(n; - g;) = =04 = 0. Das heiit, —g; ist auch Torsion.
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6.4.

6.5.

Beispiel fiir Torsionsuntergruppen

Wenn G eine endliche Gruppe ist, ist Tor(G) = G. Die Faktorgruppe Q/Z (die iso-
morph zu die Gruppe der Einheitswurzeln p:={z: C | I n: N_,, 2" = 1} ist) ist ein
Beispiel fiir eine unendliche abelsche Gruppe G mit Tor(G) = G.

Die Torsionsuntergruppe von G := Z" x (Z/d,Z) x ... x (Z/d,Z) ist genau die
Untergruppe 1" := (Z/d,Z) X ... x(Z/d,Z). Beweis. Sei g = (1, ... ,&,,hy, ... ,hy)
ein Element von G und sei n eine natiirliche Zahl mit n > d; fiir alles j. Dann gilt

n-g=(nzy, .. ,nx,0, ... ,0). Insbesondere, wenn V j € {1, ... ,r},z; = 0, gilt,
dann ist n- g = Og. Das heifit, T C Tor(G) . Umgekehrt, wenn n - g = O, fiir einige
n > 0, dann gibt es, fur alles i € {1, ... ,r}, n-xz, = 0,. Da n # 0,, impliziert das,

dass z; = 05 . Das heifit, Tor(G) C T

Quotient durch die Torsionsuntergruppe

Im Beispiel G := 7" x (Z/d Z) x ... x (Z]d,Z) gilt G/Tor(G) ~ Z" und Z" ist
torsionsfrei / ohne Torsion (das heifit, Tor(Z") = {0, }).

Dies ist eine allgemeine Tatsache.

Satz. Sei G eine abelsche Gruppe. Die Faktorgruppe G/Tor(G) hat keine
Torsion:

Tor(G/Tor(G)) = {04} .

Beweis. Sei [g] ein Element von G/Tor(G) (das heifit, [g] := g + Tor(G) ist die
Nebenklasse, modulo die Untergruppe Tor(G), des Elements g von G) und nehmen
wir an, dass es ein n : N. gibt, mit n - [g] = 0 o) Dann gilt [n - g] = 0g o (c)-
Das heifit, n - g € Tor(G). Existiert dann & : N, so dass k- (n - g) = 0. Das heifit,
(kn) - g = 0¢g, mit kn : N.,. Somit g € Tor(G) und [g] = Og or(r)- Dies geniigt, um
Tor(G/Tor(G)) = {0g} zu beweisen.

6.6. Ubung 1

Seien G und H abelsche Gruppen.

o Zeigen Sie die folgende universelle Eigenschaft:

v 2 HomGpp<G7 H>7 3! 2 HomGpp<G/T0r(G)7 H/TOI‘(H)), WH/Tor(H)O(p = GOWG/Tor(G) :

e Inbesondere, wenn H torsionsfrei ist, gibt es eine eindeutige Faktorisation

¥ : G/Tor(G) — H, sodass ¢ =9 ° T /o q) -
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6.7. Endlich erzeugte Torsionsgruppen

Wir haben bereits gesehen, dass eine endliche Gruppe endlich erzeugt ist, und eine Torsi-
onsgruppe. Das Umgekehrte gilt ebenfalls.

Satz. Eine endlich erzeugte Torsionsgruppe ist endlich.

Beweis. Sei G eine abelsche Gruppe, die endlich erzeugt und eine Torsionsgruppe ist. Sei
(91, --- »g) ein Erzeugendensystem fiir G. Dies bedeutet, dass der folgende Gruppenhomor-
phismus surjektiv ist.

SO:ZX...XZ—>G, ()\1, 7)\k‘)'—>>\191++>\k9k

Da G eine Torsionsgruppe ist, hat jedes g, endlich Ordnung. Sei n,; := Ordg(g;). Dann gilt
Ker ¢ =n,Z x ... xn,Z und gibt es einen surjektiven Gruppenhomomorphismus von einer
endlichen Gruppe nach G. Insbesondere ist G eine endliche Gruppe.

©:G/Ker p >~ (Z/n,Z) x ... x (Z/n,Z)— G

6.8. Freie abelsche Gruppen

e Eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist analog zu einem endlichdimensionalen Vek-
torraum: das heifit, es gibt ein endliches Erzeugendensystem. Der Unterschied besteht
darin, dass ein endlichdimensionaler Vektorraum unbedingt eine endliche Basis besitzt.

Definition. Sei G eine abelsche Gruppe. Eine Familie (g;); . ; von Elemen-
ten aus G wird als Z-Basis bezeichnet, wenn es, fiir alles g : G, eine eindeu-
tige Familie von ganzen Zahlen (1), . ; gibt, sodass:

1. Die Menge {j : I / A; # 0z} endlich ist. In diesem Fall ist (};);, ein
Element aus der Menge Z!), bestehend aus Abbildungen mit endlichen
Trager.

2. g =), ; N ¢g; (Im Hinblick auf Bedingung (i), ist diese Summe wohl-
definiert).

e Wenn G eine Z-basis besitzt, wird G eine Z-freie abelsche Gruppe genannt. Man
sagt auch Basis und freie abelsche Gruppe, statt Z-Basis und Z-freie abelsche Gruppe.
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6.9. Endliche Basen und Rang

o Eine endliche Familie (g;, ... ,g;) ist genau dann eine Basis, wenn, fiir jedes ¢ : G,
3 Ay, o 5 A,) :ZF sodass g = Ay - g + o A G-
Satz. Sei G eine abelsche Gruppe, die eine Basis (¢;, ... ,g,,) mit n Elemen-

ten besitzt. Dann hat jede Basis fiir G genau n Elemente.
Beweis. Nehmen wir an, dass (g;, ... ,g;) und (hq, ... ,h,) beide Basen von G sind.

— Dann ist, per Definition einer Basis, die Abbildung ¢ : Z¥ — G, die durch
(A, oo s AR) == A cg1 + ... + A, g, definiert wird, ein Gruppenisomorphismus.
Das heit, durch die Wahl von (g;, ... ,g,) ist G ~ Z*.

— In analoger Weise, ist G durch die Wahl von (hy, ... ,h,) isomorph zu Z¢.

— Aber wenn ZF ~ 7¢, muss (Z/22)F ~ 7% /27" ~ 7%/27" ~ (Z/27)" auch gelten.
Durch Vergleichung die Kardinalitéit dieser Mengen, gibt es 2% = 2¢, somit k = ¢.

6.10. Der Rang einer freien Gruppe mit endlicher Basis

e Wenn G eine endliche Basis besitzt, kann man den Rang von G definieren.

Definition. Die Kardinalitit einer beliebigen Basis fiir G wird Rang von
G genannt, und als Rg(G) bezeichnet.

e Zum Beispiel hat Z™ Rang n. Um es zu beweisen, reicht es eine Basis zu finden! Die
sogenannte kanonische Basis von 7' ist:

e, =(1,0,0 ... ,0), e5 = (0,1,0 ... ,0), e, = (0,, ... ,0,1)

o Der Fall Rg(G) = 0 ist dquivalent zu G = {0}. In diesem Fall ist die leere Familie
eine Basis fiir G (nehmen Sie I = () in der Definition einer Basis). ## Untergruppen
einer endlich erzeugten freien abelschen Gruppe

Satz. Sei G eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe (das heifit, eine abelsche
Gruppe mit einer endlichen Basis). Sei n := Rg(G). Dann ist jede Untergruppe
U < G eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe, mit Rg(U) < n.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion tiber n.

e Wenn n =0, gilt U = G = {es}, die eine endlich erzeugte freie Gruppe mit Rang 0
ist.

e Nehmen wir an, dass n = k + 1 und dass die Eigenschaft gilt, fiir Untergruppen von
endlich erzeugten Gruppen mit Rang k. Dann kénnen wir G als Zg, @ ... ®Zg,,®2g;, 1,
fiir einige Z-Basis (gy, ... , 9k, gpr1) von G schreiben. Sei 7 : G — Zg,,,, die durch
(X1, o sy, Tppq) > T4y definierte Projektion.

e Dann ist 7(U) eine Untergruppe von Zg, . ; =~ Z. Aber eine Untergruppe von Z muss
von der Form mZ sein. Dann gilt 7(U) ~ m(Zg;..,) ~ Z(m - g;.., ), die Z-frei ist.
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6.11. Folge vom Beweis der Existenz einer Basis

o Das heifit, 7(U) besitzt eine Basis, mit einem einzigen Element hy_ ; :=m - g;,,;.

e Danach, per die Induktionsannahme, besitzt die Untergruppe

Ker |y =UnNKerm CKer 7 =2Zg, & ... ®Zg, ~ZF

eine Basis, mit Kardinalitat ¢ < k. Sei (hq, ... ,h,) eine solche Basis fiir Ker 7.

e Sei u ein Element von U. Da 7(u — w(u)) = w(u) — n(7(u)) = w(u) — w(u) = O, ist
u — 7(u) ein Element von Ker 7. Aulerdem ist 7(u) ein Element aus 7(U) = Zh,,;.

Daher konnen wir v — 7(u) = Ajhy + ... + Aphy, und 7(u) = A, hyq schreiben.
« Dann gilt u = (u—m(u)) + 7(u) € (hy, ... ,hy, Myyq) - Dies bewiest, dass U =
(hys o sl hyyq), - Insbesondere ist U endlich erzeugt.

6.12. Ende vom Beweis der Existenz einer Basis

« Es bleibt zu beweisen, dass das Erzeugendensytem (hy, ... ,hy,h, ;) eine Basis fiir
U ist. Das heifit, dass die Familie (h;, ... ,hy, hy ;) auch eine freie Familie ist:
(A hit o X hp Al =06) = (A = o =X =X =07) .

o Setzen wir z := A\ -h; + ... + X, - hy, € Ker 7|y und y := A\ - by € 7(U) und
nehmen wir an, dass © +y = 0g. Dann gilt 0, = 7(05) = 7(z) + 7(y) =05 +y = y.
Daher auch = = 0.

o Aus x = 0y und der Tatsache, dass die Familie (hq, ... ,h;) eine Basis fiir Ker 7|,
ist, folgt V i € {1, ... ,k}, A\, =05.

e Und aus y = O und der Tatsache, dass h;_; eine Basis fiir 7(U) ist, folgt A, ; = 0.
Dies beendet den Beweis.

6.13. Unterschiede zu Vektorraume

e In einer endlich erzeugten freien abelschen Gruppe mit Rang n, ist eine freie Familie
mit n Elemente nicht unbedingt eine Basis. Zum Beispiel, in G = Z, die Familie mit
dem einzigen Element h := 2 ist Z-frei (n-2 = 0, = 2n = 0, = n = 0;) aber kein
Erzeugendensystem fiir Z.

e Aus dem gleichen Grund, ist eine Untergruppe U von G mit Rg(U) = Rg(G) nicht
unbedingt die ganze G. Zum Beispiel, 27 #+ 7.
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e Esist im Allgemeinen nicht méglich, in einem Erzeugendensystem, eine Unterfamilie
zu finden, die eine Basis fiir G ist. Zum Beispiel, in G = Z, ist die Familie (hq, hy) :=
(2,3) ein Erzeugendensystem (da 3 —2 = 1 und (1), = Z) aber weder h; = 2 noch
hy = 3 sind Basen fiir Z.

z

6.14. Freie abelsche Gruppe sind torsionsfrei

o Das folgende Ergebnis gilt fiir alle freie abelsche Gruppe (keine Annnahme, dass G
endlich erzeugt ist).

Satz. Sei G eine freie abelsche Gruppe. Dann ist G torsionsfrei.

Beweis. Sei (g;), . ; eine Basis fiir G und sei g ein Torsionselement. Dann existiert
n:N_g mit n-g = 05 und eine Familie \ : Z\))| sodass g = > i Ni v gi- Gilt deshalb

OG:”'gzn'z)\i'gi:Z(nAﬂ'Qr

il i1
Da die Familie (g, ); frei ist, impliziert dies, dass V i : I, n\; = 05, somit \; = 05 .

e Die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen nicht. Zum Beispiel, die abelsche
Gruppe Q ist torsionsfrei ((n -3 = 0g) A § # Og = n = 07) aber nicht Z-frei (siehe
unten).

6.15. Ubung 2

e Zeigen Sie, dass Elemente % und g—: in Q immer linear abhéngig tiber Z sind. Das heif}t,

finden Sie n,m : Z, so dass n- 2 +m - & =0q -

o Folgern Sie daraus, dass wenn die abelsche Gruppe Q endlich erzeugt ist, dann jedes
Erzeugendensystem fiir Q genau ein Element besitzt.

e Nehmen Sie an, dass ein £ : Q existiert, mit Z% = Q und erreichen Sie einen Wider-

B
spruch.

6.16. Ubung 3

Sei G eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass fir jedes g : G, die Familie {g} genau dann
frei ist, wenn ¢ nicht ein Torsionselement von G ist.
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6.17. Endlich erzeugte und torsionsfreie abelsche Gruppen

e Wir haben gerade gesehen, dass torsionsfreie abelsche Gruppen im Allgemeinen nicht
frei sind.

o Allerdings gibt es fir endlich erzeugte abelsche Gruppe das folgende Ergebnis.

Satz. Sei G eine endliche erzeugte abelsche Gruppe, die aulerdem torsions-
frei ist. Dann besitzt GG eine endliche Z-basis.

Beweis. Man startet mit einem Erzeugendensystem (g;, ... ,g,) fir G. Da G torsi-
onsfrei ist, ist die Familie {g,} eine freie Familie. Es gibt deshalb eine wohldefinierte
natiirliche Zahl &k : Ny mit

kE=max{1<j<n/ (g9, - g;) frei} .

Wir werden zeigen, dass (g;, ... , ;) eine Z-Basis fir G ist.

6.18. Folge vom Beweis, dass G eine Basis besitzt

o SeiU :={(gq, ... ,g;). Per Konstruktion ist (g;, ... ,g;) eine Basis fiir U. Wenn k = n,
ist (g1, ... ,g;) auch eine Basis fir G.

o Nehmen wir jetzt an, dass k < n. Per Maximalitdt von k, ist, fiir jedes i € {k +
1, ... ,n}, die Familie (g, ... ,gy,g;) nicht frei. Das heifit, es gibt ganze Zahlen ), ,,
-y A k» M, nicht alle von ihnen null, so dass A; ;- gy + ... + A, p-gp + 4, - 9; = 0g-

o Dann gilt yi; # 0;. Weil, wenn j1; = 07, dann V j € {1, ... ,k}, \;; = 05.

o Sei p:= iy q ... 1y, und sie ¢ : G — G die durch g = p - g definierte Abbildung. Dann
ist ¢ einen Gruppenhomomorphismus und setzen wir uG := Im .

* Beachten Sie, dass p1- g; = (Hg# tie) - (ki - 9;) = _(Hg# te) - (Nia g1+ o F Ak gi)
eine lineare Kombination von (g;, ... ,g;) ist.

6.19. Ende vom Beweis, dass G eine Basis besitzt

e Dafirallesie {s+1, .. ,n}, u-g; € (91, - ,95) = U und G = (gq, ... ,g,), gilt
uwG CU.

e Da U endlich erzeugt und frei ist, ist uG auch endlich erzeugt und frei, als Untergruppe
einer endlich erzeugten freien abelschen Gruppe.

e Da G torsionsfrei ist, ist die Abbildung ¢ : g = p - g injektiv. Sie induziert daher ein
Gruppenisomorphismus G =~ uG.

e Da uG eine endliche Z-Basis hat, hat G auch eine endliche Z-Basis. Dies beendet den
Beweis.
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6.20. Zerlegungssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen

e Der folgende Zerlegungssatz ist der letzte Schritt in der Klassifiezierung endlich er-
zeugter abelscher Gruppen.

Satz. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und sei Tor(G) die Tor-
sionsuntergruppe von G. Dann ist die Faktorgruppe G/Tor(G) eine endlich
erzeugte freie abelsche Gruppe. Auflerdem gibt es eine Untergruppe F < G,
sodass F' ~ G /Tor(G) und

G =F @ Tor(G) .

o Insbesondere ,hat jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G einen freien Teilen (mit
endlichen Rang) F' ~ 7" und einen Torsionsteilen Tor(G) (die endliche ist)“.

e Aus diesem Satz und dem Satz {iber invariante Faktoren, folgt der Klassifikationssatz
fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen (siehe unten).

6.21. Beweis des Zerlegunssatzes

e Sei m : G — G/Tor(G) die kanonische Projektion und sei (¢g;, ... ,g,) ein Erzeu-
gendensystem fiir G. Da 7 surjektiv ist und G = (g;, ... ,g,), git G/Tor(G) =
(r(g1), .. ,7(g,)). Das heift, die Gruppe G/Tor(G) ist endlich erzeugt.

o Da G/Tor(G) torsionsfrei ist, muss dann G/Tor(G) eine Z-Basis (hy, ... ,h,) besitzen.

o Da 7 surjektiv ist, existiert, fir jedes i, ein Element g, : G mit m(g;) = h,. Sei dann
¢ : G/Tor(G) — G der eindeutige Gruppenhomomorphismus, die h; nach g, abbildet.
Ubung: ein solcher Gruppenhomomorphismus existiert und erfiillt 7o ¢ = e Tor(G)-

o Sei F := (g1, ... ,9,) < G. Wir werden beweisen, dass F' ~ Z" ist und dass F &
Tor(G) = G gilt.

6.22. Ende vom Beweis des Zerlegunssatzes

» Da¢:G/Tor(G) — G die Bedingung 7 o ¢ = idg 1oy erfiillt, ist ¢ injektiv. Da per
Definition F' = Im ¢, gilt F' ~ G/Tor(G) ~ 7".
e Um F @ Tor(G) = G zu beweisen, reicht es F'N Tor(G) = {04} und F + Tor(G) = G

zZu zeigen.

— Sei x € FNTor(G). Dann gilt x = A\; - g1 + ... +A,.-g, fir einzige \{, ... ,; A\, in Z
und auch 7(z) = Og o) - Daher gilt A -7(gy) + ... +A,.-7(g,) = O0g/monc)- D2
(m(95))1<i<r = (h;)1<i<, eine freie Familie ist, muss jedes A\; = 0z. Somit z = 0.

— Sei x : G. Schreiben wir z = (z—p(7(x)))+@(m(x)). Dann gilt ¢(w(z)) € Im ¢ =
F. Aulerdem gilt w(x — p(m(z))) = n(x) — w (m(2)) = 0 /Tor(cz) - Somit

zidG/Tor(G)

(z —p(n(x))) € Ker (r) = Tor(G) und x € Tor(G) + F .
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6.23. Normalform fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen

e Der Zerlegungssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen wird oft wie folgt geschrie-
ben: es gibt ein eindeutiges r : N, und einen Gruppenisomorphismus

G ~7" x Tor(G) .

o Die Gruppe Tor(G) ist eine endliche abelsche Gruppe. Nach dem Satz iiber invariante
Faktoren, gibt es eine eindeutige endliche Folge natiirlichen Zahlen (d;, ... ,d,), so
dass die folgende Eigenschaften gelten:

LVjie{l, .. s—1}, dyyy | d; .
2. Es gibt einen Gruppenisomorphismus Tor(G) ~ (Z/d Z) x ... x (Z/dZ).

e Dann gibt einen Gruppensisomorphismus

G=7"x (Z)dZ) x ... x(Z/d,Z).

6.24. Bemerkungen

e Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und sei r die eindeutige natiirliche Zahl
mit G ~ 7" x Tor(G). Obwohl G im Allgemeinem nicht frei ist, wird die (wohldefiniert)
natiirliche Zahl r den Rang von G genannt.

e Anstelle von invarianten Faktoren kann man auch die Elementarteiler von G ver-
wenden. In diesem Fall, schreibt man die endliche Gruppe Tor(G) als Produkt ihrer
priméren Anteile. Dann gibt es einen Gruppenisomorphismus

k
G2 x[[(2/p]"2) x ... x(2/p;"*Z)
=1

K2

wobei Hle p;* die Primfaktorzerlegung von |Tor(G)| ist, und m; ; + ... +m,, = q,

194

eine Partition von ¢ ist.

6.25. Ubung 4

Sei G eine Torsionsgruppe und sei H eine torsionsfreie abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass
jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ist null.

102



	Kursübersicht
	Gruppen
	Gruppen und Gruppenhomomorphismen
	Untergruppen und endlich erzeugte Gruppen
	Nebenklassen und der Satz von Lagrange
	Faktorgruppen und Isomorphiesätze
	Struktur endlicher abelscher Gruppen
	Struktur endlich erzeugter abelscher Gruppen


