
Vortrag 1
.

3 - Gerechtes Teilen einer
Perlenkette

'1 Einleitung
Grundidee : Die Geometrie lässt sich auch

für das Lösen nicht-geometrischer
Probleme nutzen.

Vorgehensweise :

1 Parametrisierung des Raums aller

möglichen Lösungen .

2) Definieren einer Funktion auf diesem
Raum

.

Diese misst
,
inwieweit sich eine

Potenzielie von einer tatsächlichen

3) Mithilfe der Symmetrie feststellen ,
das

die Funktion an einem bestimmten Punkt

gleich Null ist
.

2 : Teilen einer Perlenkette

(weißschwarz)
Situation : Kette mit zwei Sorten von Perlen

-Zufällige Reihenfolge



Die Kette soll gerecht auf zwei Personen (A & B)
aufgeteilt werden.

-> gerecht : Beider bekommen die

gleiche Anzahl an

weißen und schwarzen

Polem

-24 Perlen

(12v
,
125)

Teilen mit einem Schnitt :

Person A erhält 75 und 5 w

Person B erhält 55 und zw

b
zwei Schnitte :

Person Aerhält mittleren Teil

Person B erhält die äußerem

Wissen :

A soll insgesamt 12 Perlen erhalten zwischen den

Schnitten liegen
12 Perlen

Halten fest : Schnitt 1 nach Perle j
=> Schnitt 2 nach Perle j + 10

Allgemein gilt .. Kette hat insgesamt a Perlen
=> Schnitte liegen Perlen auseinander

·Wenn A die richtige Anzahl an schwarzen

Perlen erhält erhält sie automatisch
I

auch die richtige Anzahl anweißen



I I

-> Überlegung : Überschuss Wechselt in
ein Defizit

>Es muss eine Stelle geben ,
an der die

richtige Anzahl an schwarzen und Weißen
Perlen getroffen wird.

3 : Parallelogramm der Möglichkeiten
weiß ,

schwarz
~ Perlenkette mit drei Sorten von Perlen grane

wird auf zwei Personen (A ,B) aufgeteilt

Legen fest : Perlenkette mit

↳s schwarzen
,
zu Weißen , 29 grauen

Perlen

Ziel : Kette im vier Teile Pr
,
Pa

,
B

,
Pu teilen , sodas :

· Pu enthalten s schwarze
,
w weiße und

g grawe -> A
·

zu Pu - 11- -B

sei n = s + w + g .

=kette hat eine Perle bei

jeder ganzen Zahl von

1 bis 2n.



↳ Jedem Punkt (x . y) mit ganzzahligen Koordinaten
in Q wird eine Teilung der Kette in die

vier Teile Pr
,

2
,

3
,
Pu zugeordnet ,

sodas

#(P(VP3) = (P2 UPH)

1
.

Schnitt : nach Perl x

2.Schnitt : nach Perla y
3

.

Schnitt : nach Perle in Pos. Z = y-x + 1

Länge der Teile : P.: X

P2 3

y
- X

P3 : Z -

y
= n- x

Pu : 2n - z = x - y + h

Jede solche Teilung korrespondiert zu einem

ganzzahligen Punkt in Q
.

Kette als Intervall (0
,
2n)

=> Teilung erfolgt in P = (0
,
x) ; Pz = (x , 4)

P3 = (y , y
- x +u) ; Pu = (y- x + h

,
2n]



4 : Überprüfen der Gerechtigkeit

Nun : geeignete Funktion aufstellen
~ überschoss von schw. und go
Perlen in Pu3 an jedem
Punkt angeben.

zu (,) Q ordnen das Paar (B-S , 2 -g(
*

zu
.

B ist Anzahl der schwarzen Perlen in P und P3.

v
- 11 - grauen

- 11-
&

sei flxy) das Paar),
das (xy) zugeordnet wird .

Annahme : = (x (1)= Q ,

sodass f(x -y) = 10
,
07

=> ↑n und P3 enthalten zusammen

Schwarze und g graue Perlen
=>

Teilung gerecht

Länge von P. und > istn Perlen

1s + g + w = u => richtige Anzahl w weißer
Perlen in PruP3

t=> Haben Funktion f fes ge legt ,
die die

Gerechtigkeit derTeilung misst.
Ziel : Punkt finden

,
an dem gleich Null wird.



-

&

(0
,
0) : 1

.

und 2
.

Schnitt vor der ersten Perle

=> 3
.

Schnitt nach Perle = 1

B3 enthält die ersten n
.

Pu die Zweite Hälfte

(0 ,
0) = ( ,

n) : Verlängern von Pu

x =

y => P2 hat Länge O
&

=> Über die gesamte Kante hat PruPy die

erstenun Perlen der Katte
=> Konstant

(n
,
n) -> (n

,
2n) : x= = Pr bleibt gleich ,

enthält die ersten

U Perlen

3
.
Schnitt : z =

y
- x + u =

y
=> an gleicher Stelle wie der zweite Schnitt

=> Pruß entspricht wieder der ersten

Hälfte der Kette

=> f ist Konstant von 10
,
0) über (n ,n) bis

(n ,an) -



(0 ,
4) : Schnitte bei 0

, n
n - 0 + n

= 2n
=> P und Pu haben Länge 8

De ist von Obis n
,
Po von n bis In

Vergleich mit(0
,

0) und (m
,
2u) gibt : Peu 3 und PuPu

wechseln

=> f(0
,
n) = - f(0

,
0) = - f(n

,
2n)

Diese Symmetrie lässt sich auf die Ränder
,
aus

gehend von (0
,
u) erweitern.

↑

Die Punkte sind der Form

(a
,
n + a) mit Osasn

.

Korrespondenz :

&

P.: (0
,
a]

P2 : (a
,

a +u]
Ps : (a+ n

, 2n]
Pu : 15

Die Punkte sind der Form (0
, a) mit Os an

.

Korrespondenz :

Pleer
,
R : (0

,a) ,
Ps : (a ,

n+ a)
,

Pp : /n+ a
, 2n]

=> Zwischen (a. hta) und 10
,

a) Wechseln die Rollen

von Pu und Pupu

=> f(a ,
n + a)= - f(0 ,

a) für fa osasn



5 : Nullen finden

Wenn f(0
,
0) = (0

,
0) = Ein Schnitt in der Mitte die

Kette gerecht
&

=> fertig

Sonst Annahme :

erste Koordinate von flo
,
0) ist ungleich

: = 1. Koord .: Zählt den Überschuss oder Defizit der

schwarzenPerlen in P. und P3

f2 :-2
.
Koord : zählt den Überschussoder Defizit

der grauen Perlen in P
,

und P

Betrachten fu am Rand von Q von (0
,
0) nach (0

,
u)

F(0
,4) = - F(0 ,0) = Vorzeichen von En wechselt

=> an diesem Rand geht fe eine ungeradeAnzahl mal

durch Null

Problem : Er könnte unendlich oft Null sein

Betrachten deshalb fr + E
,
denn

* 1 und fu(0
,
0) ist ganzzählig und ungleich Null

=> Vorzeichen von fi+E wechselb am linken

Rand von Q
.

f ( 0
,n) =

- f(n
,
2n)= fe+ hat ungerade Anzahl an

Nullen am Rand von

(0 ,
4) nach (n

, 2n)



Außerdem : f(a ,
n+ a) = - f(0

,
a)

Also fr +E postiv (bzw neg .) am oberen Rand

von Q für jede ganze Zahl a fit negativ
(bew Post am linken Rand

=> fu+ wechselt Vorzeichen gleich oft
am oberen wie am linken Rand.

Daf an den anderen beiden Rändernkonstant ist,
gibt es keine weiteren Nunstellen von f+ am

Rand von Q
.

=> fert hat 2 Nunstellen mit 1 ungerade
=> exakt k Nullstellen von f+ am Rand von Q,

an denen fa positivist



fr hat ganzzählige Werte an Punkten mit ganzzähligen
Koordinaten = fot ist wie 0 am Ecken der Dreiecke

Nullstellen von fexE können nur auftreten
,

wenn

f das Vorzeichen von einem Endpunkt der Kaufe

zum anderen Wechselt.

Somit '

. Wenn fux NSX in einem kleinen Dreieck hat
=>Dreieck besitzt ein Liniensegment aus NSO

das die zwei NST am Rand des

Dreiecks verbindet

>Nunstellen von fit treten in unverzweigten Pfanden
auf ,

die entweder auf dem Rand von Q startenlenden
·

oder in Schlaufen zusammenlaufen
.



=> 2 NSO von Ent auf dem Rand von Q
sind Paaren durch Pfade von NST verknüpft.

=>Mindestens einer dieser Pfade muss einen Punkt

auf dem Rand von Q mit positiven mit einem
Punkt mit negativente verbinden .

=> Es existiert ein Punkt
,
an dem fz = 0

=> Punkt mit f +E = 0 und fe =0

=> Korrespondenz :

grawen Perlen werden gerecht
geteilt.

· bis auf eine halbe Perlen
werden die Schwarzen

Perlen gerecht geteilt.

=>Haben gerechte Feilung der Kette mit

drei Schnitten.


