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SPERNER




Das Lemma von Sperner

m Emanuel Sperner (1905-1980)
m 1928

m Dissertation: ,Neuer Beweis fur die Invarianz
der Dimensionszahl und des Gebietes*

m (fast) neidfreie Aufteilung eines Kuchens




Definitionen

m n-Simplex (n € N): n-dimensionaler Korper mit n+1
Grenzpunkten \ A %
0 1 2 3

m n-Facette: (n-1)-Simplex eines n-Simplex mit n
Grenzpunkten

m n-Unterteilung: Unterteilung eines n-Simplex in mehrere kleinere n-Simplexe
m elementarer n-Simplex: durch n-Unterteilung erzeugter n-Simplex

m Sperner-Beschriftung: Beschriftung aller Knoten einer n-Unterteilung mit 1, ..., n+1
1. Grenzpunkte des ,grolen” n-Simplex paarweise verschieden
2. Knoten entlang von n-Facetten: nur Bezeichnungen ihrer Grenzpunkte

3. restliche Knoten: beliebig

m Voll-beschriftet: elementarer Simplex mit paarweise verschieden beschrifteten
Endpunkten




DAS SPERNER-LEMMA

Eine n-Unterteilung eines n-Simplex mit Sperner-Beschriftung
enthalt eine ungerade Anzahl an voll-beschrifteten elementaren
n-Simplexen. Insbesondere gibt es mindestens einen.




Beweis: vollstandige Induktion

m Induktionsanfang: n=1

m Induktionsannahme: Die Anzahl der voll-beschrifteten elementaren (n-1)-Simplexe
ist mindestens 1 und ungerade.
m Induktionsschritt: (n-1) 2 n
- n-Simplex £ Haus
- elementare Simplexe £ Zimmer

- Facette eines elementaren Simplex £ Tuar < Grenzpunkte sind mit 1, ..., n
beschriftet

- Tdr an Facetten des grofSsen Simplex £ Haupttur
- Tdrinnerhalb des groSen Simplex £ Nebentur

- ,Weg“durch Tiren in Zimmer £ Pfad

- Pfad durch Haupttiur £ Hauptpfad

- Pfad ohne Haupttir £ Nebenpfad




Beweis: vollstandige Induktion

Induktionsschritt - Beobachtungen:

m Zimmer hat 0-2 Turen

m Zimmer hat genau eine Tur < Zimmer ist voll-beschriftet
m Hauptturen: nur an einer einzigen Facette des Simplex

m Anzahl der Haupttiren: = 1 und ungerade

m Pfade enden:

- Hauptpfade:
m in anderer Haupttlr - irrelevant }_ ungerade Anzahl an voll-
m in einer Sackgasse = voll-beschriftetes Zimmer beschrifteten Zimmern
-  Nebenpfade:

m verbinden zwei voll-beschriftete Zimmer - paarweise }_ gerade Anzahl an voll-
m  Wegist ein Kreis = irrelevant beschrifteten Zimmern

- Gesamtzahl der voll-beschrifteten Zimmer: ungerade Anzahl + gerade Anzahl =
ungerade Anzahl O



Sperner-Lemma und Kuchenteilung

m Annahmen:
— jeder Spieler praferiert in jeder Aufteilung mind. ein Kuchenstuck
— die Spieler sind hungrig
— die Praferenzmengen der Spieler sind geschlossen

m Theorem: ,Fur hungrige Spieler mit geschlossenen Praferenzmengen existiert fur
jeden Kuchen eine neidfreie Aufteilung.”
m Beweisfurn=3:
- Grenzpunkte £ Folgen (a;, b, C)i=1, .. »
- konvergente Teilfolgen: a;=> a, b;= b, ¢c;=2> ¢
- immer feinere Unterteilung: |ab;| 2 0, |a,c;| =2 O, |bc;| 20
=>a,2p, b;=2p, c2p
- 0.B.d.A.: Spieler A wahlt Stiuck 1, Spieler B wahlt Stick 2, Spieler C wahlt Stuck 3
- abgeschlossene Praferenzmengen => p reprasentiert eine neidfreie Aufteilung




perner-Lemma und Kuchenteilung

m Beweis fur n > 3: baryzentrische Unterteilung
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Praxis: e-Annaherung

m Unterteilung mit Maschenweite < ¢

m Elementarsimplex: Aufteilungen unterscheiden sich um € - alle
Aufteilungen des Elementarsimplex erzeugen Zufriedenheit bis auf €




Ahnliche Probleme

m positive Aufteilung: Kuchenteilung
m negative Aufteilung: neidfreie Verteilung von Aufgaben

m positive und negative Aufteilung: Zimmer und Miete eines Hauses
aufteilen




Fixpunktsatz von Brouwer

m ,Jede stetige Abbildung f: B - B" einer n-dimensionalen
Kugel auf sich selbst hat mindestens einen Fixpunkt (also

einen Punkt x € B" mit f(x) = x).*
- B": kompakte, konvexe Menge

m anschauliches Beispiel: ,Kaffeesatz”

m 1912 - Beweis: ab Dimension 2 kompliziert
- 1929: Lemma von Sperner (Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz)
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